Numerikus médszerek épitémeérnokoknek Matlab-bal 13. Numerikus integralas

13. NUMERIKUS INTEGRALAS

A numerikus integralas egy kozelitd integralasi modszert jelent, melynek
alkalmazasaval a hatarozott integralok kozelité értékét adjuk meg. Integralasra nagyon

sok terulet van szukség, legyen szé ivhossz szamitasrél (L = f:,/l + (f'(x))?dx),
terulet, térfogat szamitasrél vagy differencial egyenletek megoldasarol.

TRAPEZ SZABALY

Az egyik legismertebb modszer a trapéz-szabaly alkalmazasa, ahol a két szomszédos
pontot 0sszekotd egyenes alatti trapéz tertletével kdzelitjlk az adott szakaszra az
integralt. Ezt hasznalhatjuk diszkrét pontok esetében is és analitikusan megadott
fuggvények esetében is, amikor nem tudjuk meghatarozni szimbolikusan az integralt.
Ez utébbi esetben felveszink n pontot az integraland6 fliiggvény szakaszon, n-1
szakaszra osztva a tartomanyt, és ezekre a pontokra alkalmazzuk a trapéz szabalyt.

Egyetlen intervallum esetén:

_f@ +f(b)

b
[ e ~LOLI®

Tobb intervallumnal 6sszegezni kell a trapézok teruletét. N = n — 1 részintervallum
esetén:

) N
-1:1 fQo)dx z% Z(f(xl) + f(xi+1))(xi+1 — ;)

A fenti képletben nem sziikséges, hogy az A f(X21)
egyes reszintervallumok azonos f(x;) 7
hosszusaguak legyenek, ha azonban az /
intervallumok hossza megegyezik (x, — x;) = ? /\/
(x3—xy) ==, —xp—1)=h akkor /\ \
egyszerUsiteni lehet a képletet: /\/§
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a i=1 a *L X X b

Nézzik meg a fentieket egy példan keresztul!

A Fold slrisége (p) a sugaraval (R) egyutt valtozik, megkozelitéen az alabbiak szerint:

S[Eﬁf]" 0 800 | 1200 | 1400 | 2000 | 3000 | 3400 | 3600 | 4000 | 5000 | 5500 | 6370
Strliseg | 13000 | 12900 | 12700 | 12000 | 11650 | 10600 | 9900 | 5500 | 5300 | 4750 | 4500 | 3300
[ka/m?]

Hatarozza meg a Fold tdmegét az alabbi integral alapjan (a szamitasoknal figyeljunk
a mértékegységekre)!
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6370
MFﬁld = f p47TR2dT'
0

A slrliségadatokat beolvashatjuk a 'fold_surusege.txt' fajlbdl, vagy beirhatjuk kézzel
is.

> % FO-|d tbmege 130004——=r .
> clc; close all; clear all; .
> adat = load('fold_surusege.txt") —_— s
> R = adat(:,1)*1000 ool \\Y
> ro = adat(: ,2) o000 |
> ﬁ'gure(l); p'IOt(R,I”O,'m*-') 5000 \
Szamitsuk ki az integraland¢ fliggvény értékeit ™| &
a megadott sugar értékekhez! ool e,
R
> -FX = 47'€p-i % ro. *R . A2 4000 ¢ \\\*
3000 : . . ; :
A megoldashoz hasznalijuk most a Matlab LTt e

beépitett trapz fluggvényét, ami diszkrét pontok alapjan kdzeliti a hatarozott integral
értékét trapéz szabalyt alkalmazva. A pontoknak nem kell egyenletesen
elhelyezkednilk.

> M = trapz(R,fx) % 6.0261le+24 kg

Vagyis a Fold tomegére 6.0261-10%* kilogrammot kaptunk. Ez nagysagrendileg
stimmel, a jelenleg elfogadott becslés a Fold tomegére (5.9722 + 0.0006) - 10%* kg.

SIMPSON MODSZER

A trapéz szabaly egyenesekkel kozeliti a szomszédos pontok kdzott a flggveényt.
Pontosabb eredményt lehet elérni kdnnyen integralhatd, magasabb rendi fuggvény
kozelités alkalmazasaval. A legismertebb ilyen moédszerek a Simpson-formulak,
amelyek masod vagy harmadfoku polinomokkal kozelitik a fliggvény szakaszokat
(Simpson's 1/3 method, Simpson's 3/8 method). A masodfoku Simpson-formula
esetében 3 szomszédos pontra lehet illeszteni egy parabolat. Ezt megtehetjuk a
Newton-féle interpolaciés polinomot felirva 3 pontra:

p(x) = a; + a(x — x1) + az(x — x)(x — x7)

Ahol az egyutthatdk a kovetkez6k:
Vs~ Y2 Y2o— )1
Y2 = V1, X3~ Xy Xp—Xq

a; =Y;,0; = as =
' Xy — X1 X3 — X1

Egyenl6 (h) intervallumok esetén:
Y2 = Y1 e = Y3 —2Y2+ Y1
ho 2 h2
Visszahelyettesitve az egyutthatokat a polinomba, levezethetd a kovetkezd képlet 3
pontra:

a; =Y,0; =

X3 X3 h
| reoax = | pear=3 (1) + 476 + £G)

X1
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Altalanositva:

Xit+1 h
| Trdr =5 (i) + 4760 + FGe)

Legyen n pontunk egyenletesen felvéve, f(Xis1)
egymastol h tavolsagra az [a,b] intervallumon, A F(x)

ekkor x; =a, x,=b. Az n pont N=n—1 :
szakaszra osztja az intervallumot. A Simpson
szabalyhoz 3 pont szikséges a parabola
illesztéshez, mindig két egymast kovetd
szakaszra szamolhatjuk csak az integralt, ezért
mindig  paros szamu  szakaszra  kell
felbontanunk a  fuggvényt a  modszer
alkalmazasahoz:

*
]
]
N
Rt tatete
eteretale ey

Xn=b

flx)dx = Z i+1f(x)dx

i=2,4,6.." Yi-1

Lbf(x)dx = fxg_ fo)dx + jxsf(x)dx + j

X1=a X3 Xn—-2

A harom pontra kapott egyenletet felhasznalva, n pontra a kdvetkezé képletet kapjuk:

b n n-1 n-2
| roaxsg|r@ 4 Y faavz 3 fe)+ o)

i=2,4,6... j=3,5,7...

Szamoljuk ki a Fold tdmegét a Simpson szabalyt alkalmazva is! Matlab-ban ezt a quad
paranccsal tehetjik meg. A quad parancshoz azonban nem diszkrét pontokat, hanem
egy fuggvényt kell megadnunk. Ehhezillessziink a slirliség adatokra egy spline gorbét!
Ugyanezt a példat néztuk az interpolacio témakorénél is, ott lattuk, hogy a gorbében
[évé jelentds torések miatt a kdbds masodrendi spline illesztés (spline parancs) nagy
oszcillaciot eredményez, ezért most hasznaljunk a kobos elsérendi interpolaciot
(interpl parancs ‘pchip' modszere).

% kobos Hermite interpolacio

ro_cubic = @(x) interpl(R,ro,x, "'pchip")

figure(1l); hold on;

g = fplot(ro_cubic, [0 6370000]);

set(g, 'color', 'k','Linestyle','-.",'Linewidth',1);

Tegend('Eredeti adatok', 'kobds Hermite interpolacio')

V V V V VYV

interp, (R.ro,x, 'cubic’)
14000

—#— Eredeti adatok
.\b —-—-kidbds Hermite interpolacid

12000 -
10000 - 4
8000 - 4
6000 - 4

e
4000+ g
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Végezzik el az integralast a Matlab Simpson-szabalyt alkalmazé quad parancsaval
is!l Ehhez adjuk meg az integralanddé mennyiséget a sugar fuggvenyeként,
felhasznalva az el6bb illesztett gorbét! Majd szamitsuk ki az integralt!

> fx_cubic = @(R) 4*pi*ro_cubic(R).*R.A2

> M2 = quad(fx_cubic,0,6370000) % 5.9658e+24 kg

A Fold tomegére most 5.9658 - 1024 kilogrammot kaptunk. Ez jéval kdzelebb all az
elfogadott becsléshez, mint a trapéz szaballyal kapott érték.

Megjegyzés: A quad parancs hasznalatat mar nem javasoljak a Matlab-on beldl,
késbbbi verzibkban mar nem is lesz benne, hanem helyette az integral nevi parancs
hasznalatat ajanljak, ami komplexebb esetekben is j6I mikddik. Ez mar nem a
hagyomanyosnak tekinthet§ Simpson szabalyt, hanem adaptiv kvadraturat alkalmaz
az integral kiszamitasara. A meghivasa megegyezik a quad parancséval. Most ebben
az esetben mégis a Simpson-mddszerrel kiszamolt integral értéke all kdzelebb a
ténylegeshez.

> M3 = integral(fx_cubic,0,6370000) % 6.0541e+24

Kiegészités: Mind a numerikus derivalas, mind a numerikus integralas pontositasara
hasznalhaté a Richardson-féle extrapolacio. Ezzel a mddszerrel a csonkitasi hibat
tudjuk csokkenteni, ugy, hogy két pontatlanabb kozelitést kombinalva egy
nagysagrenddel pontosabb kdzelitést allithatunk el6. Ennek a részleteivel most idé
hianyaban nem foglalkozunk.

SZIMBOLIKUS INTEGRALAS!?

Ha ismert a flUggvény alakja, akkor lehetéség van a derivalast, integralast szimbolikus
szamitasok segitségével elvégezni a Matlab Symbolic toolboxaban Iévé beépitett diff,
int parancsok hasznalataval. A kdvetkezé példaban mindketté alkalmazasra kertil.

Adott egy g [N/m] fajlagos sulyu szabadvezeték, amelyet két egymastdl b tavolsagra
Iévé h magassagu oszlophoz régzitink ugy, hogy a feszitéer6 vizszintes komponense
H. A kabel alakjat az alabbi koszinusz - hiperbolikus fliggvény irja le:

H q q b
f(x,H,q,b,h) = E <cosh (ﬁ x) — cosh (ﬁ E)) +h

Hatarozzuk meg a kabel hosszat, ha H=1000 N, g =2 N/m, b =200m, h = 40m. Oldjuk
meg a feladatot szimbolikus szamitassal!

Egy f(x) flggvény ivhosszat [a, b] intervallumon az alabbi médon hatarozhatjuk meg:

b
s = f 1+ (f'(x))?dx

Allitsuk el6 a pontos megoldast szimbolikusan!

> % ivhossz: S=int(sqrt(1+dfA2),a,b))
> clear all; format short; clc; close all;

1 Otthoni atnézésre
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H=1000; % Feszitberd vizszintes komponense [N]
q=2; % Szabadvezeték fajlagos sulya [N/m]
b=200; % Két oszlop kozotti tavolsag [m]
h=40; % O0szlop magassaga [m]

% A kabel alakjat leird fliggvény

f=@(x) H/g*(cosh(q/H*x)-cosh(gq/H*b/2))+h;
figure(l); fplot(f, [-100,100])

V V V V V VYV

Hfy {cosh(g/H x)-cosh{g/H b/2))+h

T T T T T T T T T
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% A pontos megoldas - szimbolikusan

syms X;

fs = H/qg*(cosh(g/H*x)-cosh(q/H*b/2))+h

diff(fs,x) % ans = sinh(x/500)

fsint = sqrt(l+sinh(x/500)A2)

ihsym = int(fsint,x,-100,100) % ihsym = 500*%exp(1/5) - 500/exp(1l/5)
ihsym=double(ihsym) % ihsym = 201.3360

vV V.V V V VYV

TOBBDIMENZIOS INTEGRALOK SZABALYOS TARTOMANYON

Két és harom dimenzids integralok szamitasa is egy gyakran felmerulé feladat, ilyen
példaul a terulet, térfogat szamitas is. Egy két dimenzids hatarozott integral az alabbi
alakba irhato:

Y2 X2

1= | [ rwyaray

Y1 X1

Az integralas ilyenkor két Iépésre bonthato, egy bels6é és egy kulsd integralasra.
Felirhatjuk el6szor a kilsé integralt valamelyik korabbi médszerrel (trapéz, Simpson
szabaly), ahol minden egyes tag egy belsé integralt fog tartalmazni, amiket szintén
numerikusan szamolhatunk. igy az egyvaltozés numerikus integralast lehet
altalanositani tobb dimenzidra, szabalyos (téglalap, téglatest) tartomany esetén.

Matlab-ban szabalyos tartomany esetén egy flggvény kettés integraljanak
kiszamitasara hasznalhatjuk az integral2 parancsot, 3 dimenziés esetben pedig az
integral3 parancsot.

> g = integral2(fun,xmin,xmax,ymin, ymax)
> g = integral3(fun,xmin,xmax,ymin, ymax, zmin, zmax)

Az el6bbire néztunk is mar egy példat a 2D interpolacié témakorében, egy szabalyos
racshaléban megadott terep térfogatanak szamitasanal. Egészen mas megkdzelitést
kell alkalmaznunk azonban, ha az integralasi tartomany szabalytalan alaku.
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TOBBDIMENZIOS INTEGRALOK SZABALYTALAN TARTOMANYON

Szabalytalan tartomanyon az integralashoz hasznalhatjuk a Monte-Carlo médszert.
Ez egy sztochasztikus algoritmus, ami véletlen szamokat hasznal. A hagyomanyos
integralasi modszerek altalaban egy szabalyos racson értékelik ki az integrandust, mig
ebben az esetben véletlen pontokban torténik a fuggveény kiértékelés. Ezt a modszert
a legkdnnyebben terulet, térfogat szamitason lehet bemutatni, de a moddszer
altalanosithaté mas esetekre is.

TERULET SZAMITAS MONTE-CARLO MODSZERREL

Meghataroztuk egy vizgydjté tertlet hataranak a pontjait, szamitsuk ki a vizgyjté
terlletét! Ehhez el6szor toltsik be a 'vizgyujto.txt' allomanyt, jelenitsik meg, a
torzulasok elkerulése végett azonos léptékkel az x és y tengelyen a hatarpontokat!

> clc; clear all; close all;

> adat = Toad('vizgyujto.txt');

> x = adat(:,1); y = adat(:,2); ey
> ﬁ'gure(l); hold onj; 10000
> plot(x,y,'r-', "Linewidth',2)

> axis equal sy

Ha a teruletet Monte-Carlo mddszerrel el
szeretnénk meghatarozni, akkor az az 00|
alapelv, hogy meghatarozzuk a terilet
befoglal6 téglalapjat és generalunk ezen a
tartomanyon N véletlen pontot egyenletes
eloszlasban. Ezutan megszamoljuk, hogy
hany pont esik az adott tertletre (n) és meghatarozzuk azt az aranyszamot (p), hogy
a belll 1év6 pontok hogy viszonyulnak az dsszes ponthoz. Kelléen sok pont felvétele
esetén ez az arany kozelitdleg a keresett terllet és a befoglalé terllet aranyat adja:

_ n
P=N
Ha ismerjuk a befoglalo téglalap terlletét: T = a- b, akkor a keresett szabalytalan
tartomany (jelen esetben vizgy(jt6) terllete Tv szamithato:

2000

L . L L L L L L L
-4000  -2000 0 2000 4000 6000 BOOO 10000 12000

T,= [ f()dT ~p-T == (a-b)

Oldjuk meg ezt Matlab-ban! El6szor rajzoljuk meg a .l
befoglal6 téglalapot a tertletliink kéré (rectangle)!

8000

> a = max(x)-min(x) % 6.6698e+03 sl
> b = max(y)-min(y) % 1.3169e+04
> rectangle('Position',[min(x),min(y),a,b]) i

2000

Generaljunk véletlen pontokat két dimenziéban! Ehhez
tdbb parancsot is hasznalhatunk, az egyik a pszeudo @ =0 © =0 @%@ @ o
véletlen szamokat Iétrehozé rand parancs, a masik a

Halton pontok (haltonset), amelyek a van der Corput sorozatokon alapulnak.
Generaljunk velik 1000 pontot. Mindketté a [0,1] tartomanyon dolgozik.

> % Pszeudo-véletlen pontok eléallitasa
> Xxyr = rand(1000,2);
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> figure(2);

Tot 1 ,2),'r.")
> plot(xyr(:,1),xyr(:,2),'r.

i ! d et k'
> title('Pszeudo-véletlen ponto

% P
> % Halton pontok eldallitasa
— . ) 2 d 3 . A 'I ,-I s

> hs = haltonset(2); % imenzids Halton sorozat generalasa
> xyh = net(hs,1000);
> figure(3);

1 h(:,1 h(:,2),'r.")
> plot(xyh(:,1),xyh(:,2),"r.

i "Hal k'
> title('Halton ponto

Pszeudo-véletlen pontok Halton pontok
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A fenti dbrak kdzul az els6 a pszeudo véletlen pontokat, a jobb oldali a Halton pontokat
mutatja. Latszodik, hogy ez utébbi egyenletesebb eloszlasu, igy hasznaljuk ezt a
szamitasainkhoz!

Mivel a [0,1]x[0,1] tartomanyon vannak a
pontjaink, transzformaljuk at O&ket a
meghatarozott befoglalé téglalap terlletére!
Ehhez szorozzuk meg az oldalakat a
megfelel6 téglalap oldalhosszaval és toljuk el sooo |
a kezddpontba!

12000

10000 |-

6000 |-

> % Halton pontok attranszformalasa
a tartomanyba, ahol dolgozunk

xh = xyh(:,1)*a + min(x); 2000}
yh = xyh(:,2)*b + min(y); I 3
-F-I gure(1) ; -4000  -2000 0 iDDD = 4001
plot(xh,yh,'b.")

A Monte-Carlo modszer alkalmazasahoz meg kell szamoljuk, hogy hany pont van a
tartomanyon belll. Ehhez a Matlab inpolygon parancsat hasznalhatjuk, ami egy
vektort ad vissza a belul 1évé pontoknal egyesekkel, a tobbi pont indexénél nullakkal.
A nem nulla elemeket megszamolhatjuk az nnz paranccsal (humber of nonzero matrix
elements).

4000 |-

£ L L L
000 8000 10000 12000

vV V V V

% Terllet szamitds Monte-Carlo médszerrel
k = inpolygon(xh,yh,x,y);

xb = xh(k); yb = yh(k);

plot(xb,yb, 'r*")

n nnz(k) % beliul T1évé pontok szama: 280
Tength(xh) % 0sszes pont szama: 1000
a*b % teljes terilet: 87824061 mA2
n/N*T % belul 1évé terilet: 2.4591e+07

VVVVVYVVYV

N
T
t
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> format Tong
> t % 2.459073708000000e+07 = 24590737.08 mA2

MAS EGYSZERU TERULETSZAMITASI MODSZEREK

Ellendrzésképp kiszamithatjuk a tertletet a geodéziaban is hasznalt, koordinatakra

felirhaté trapézokra bontas modszerével is (T = ¥ 21 i)z(x"“_xi)) !

> % Ellenbrzés: terililetszamitas koordinatak alapjan (trapéz modszer)
> x1 = x([2:end,1]); % eggyel balra tolt x koordinatak

> yl = y([2:end,1]); % eggyel balra tolt y koordinatak

> Tp = sum((yl+y) . *(x1-x)/2) % 24591531 mA2

Vagy hasznalhat6 ugyanerre a Matlab beépitett trapz parancsais, ekkor az utolso6 pont
koordinataja utan oda kell irjuk az els6 pont koordinatait:

[x; x(D]1; y1 = [y; y(DI;
trapz(x1l,yl) % 24591531

> x1
> Tp

A két médszer hasonlé eredményt adott, a Monte-Carlo médszer tovabb pontosithatoé
tobb pont felvételével.

Egy masik a Monte-Carlo modszerhez hasonld mddszer a terlletszamitasra az
egyszerl kvadratura. Ebben az esetben egy szabélyos racshalot veszunk fel, igy
tudjuk, hogy egy elemhez a racsban mekkora terulet tartozik. Amennyiben
megszamoljuk itt is a terlleten bellli racspontokat, akkor ezek szamat megszorozva a
racshalé méretével kapni fogunk egy kozelité terulet. Nézzik meg itt is, most vegyunk
fel 250 m-es oldalhosszusagu racshalot és ezzel szamoljunk egy kdzelitd teruletet!

% egyszerd kvadratura - szabalyos racs

figure(4); x = adat(:,1); y = adat(:,2); plot(x,y); axis equal;
hold on;

h = 250

[X Y] = meshgrid(min(x):h:max(x),min(Cy):h:max(y));
plot(X,Y,'k.")
k = nnz(inpolygon(X,Y,x,y)) % 391

> Tkv = k*hA2 % 24437500

VV VYV YVYVYV
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MONTE-CARLO MODSZER ALTALANOSITASA

Egy szabalytalan idom terlletének kiszamolasara sokféle modszer all
rendelkezésunkre, a Monte-Carlo mddszer elénye abban nyilvanul meg, hogy
altalanosithatd mas esetekre is. Példaul ezzel a mddszerrel kiszamolhatjuk, hogy
mennyi csapadék hullott a vizgyljtdé tertletére, amennyiben ismerjik a csapadék

Fogalmazzuk meg a Monte-Carlo moddszert

altalanosan! Legyen f(x) értelmezve egy x €V, Vi

tartomanyon és keressuk a flggvény hatarozott

integraljat a tartomany egy Vy résztartomanyan V; c

Vr. a keresett integral: fVRf(x)dV. \ ‘

A flggvény atlagértékét a keresett tartomanyon
kiszamithatjuk az alabbi médon integralassal:

eloszlasat, példaul néhany helyen csapadékmeéreés tortént!

_ 1
fo=yr j FGOdV
VR

Vagy felvehetink a tartomanyon n pontot és kiszamolhatjuk ezekben a pontokban a
fuggvény értékek atlagat, ami sok pont felvétele esetén kdzelitbleg megegyezik az
integralassal kiszamolt értékkel:

n
~ 1
fory DG
i=1
ahol x; € V; és n a tartomanyba es6 pontok szama.

Az atlagra kapott kifejezéseket egyenlévé téve kifejezhetjuk az integralt:

[ rar ~5 Y ey
Vr i=1

A V, tartomany kozelitését megkaphatjuk, a terlletszamitasnal is hasznalt modon.
Amennyiben a véletlenszerlien felvett pontok egyenletes eloszlast kdvetnek, akkor
kell6en sok pont esetén a tartomanyon belll [évé pontok szama ugy aranylik az 6sszes
ponthoz, mint a V; rész tartomany nagysaga a teljes V; tartomanyhoz:

VR_n _VT'TL

— Vo =
v, N _ RTTN

ahol n a tartomanyba es6, N pedig az 6sszes pont szama. Az integral kozelitése tehat:

Vagyis az integral szamithatd a tartomanyon belll |évé pontokban kiszamolt
flggvényértékek Osszegének és a (teljes tartomany nagysaga/az 6sszes pont)
hanyadosanak szorzataval. A V;/N tulajdonképpen az egy pontra juté tertlet/térfogat
nagysagat adja meg.
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PELDA AZ ALTALANOS MONTE-CARLO MODSZER ALKALMAZASARA

A megadott vizgyUjt6 tertleten csapadékmeérd allomasokat helyeztek el és megmeérték
a lehullott csapadék mennyiségét egy nagy vihar alatt, az adllomasokon 5-12 mm esét
mértek helytdl fuggben. Kérdés, hogy dsszesen mennyi csapadek hullott a vizgy(ijté
terllet egészére?

A csapadékmeérd allomasokon mért csapadékmennyiségeket kdzelitettek a kovetkezé
masodfoku polinommal:

Flx,y) =0.005+6-10"7 x+3-107 y — 1071 x2 —2-10" xy + 2 - 10711 y2

A fenti fuggvényt kellene integralni a vizgyiijté tertletére. Oldjuk meg a feladatot
Monte-Carlo médszerrel!

Adjuk meg a fenti fuggvényt! Beirhatjuk kézzel is, vagy betdlthetjuk a csap.mat
allomanybal!

> Tload csap.mat

5e-3+6e-07 x+3e-07 y-1e-10 x>-2e-11 x y+2e-11 y?

> csap % @(x,y)5e-3+6e-07.*x+3e-07.*y-1le- = N oW
10*x.A2-2e-11.*X.*y+2e-11*y.A2 Oob \
> figure(5) 12000/ }
> h=e%c§?§our(csap,[min(x) max(x) min(y) 00
max(y -~ o /o
> set(h,'show','on"); hold on 1%00001 \ W §
> plot(x,y); axis equal; KHooﬁx : d
G VAR
Miutan 1000 veletlen pontot mar felvettink a 8000 [nogg—\ A 9

tertleten, hasznalhatjuk itt is ezeket a pontokat. Az % 05@

O0sszes csapadékot megkapjuk, ha kiszamoljuk a 6000 {0.00g— "‘\Q.@q
tertleten belul [évé pontokban az atlagos csapadék l*[ f‘l\
mennyiséget, és ezt utana megszorozzuk a S 99“\ ‘ (
terllettel (mivel ezt mar az el6bb meghataroztuk). 007 Q&,’
> % Az atlagos csapadék a terileten 2000 ,*L\f}
> ¢s = 1/n*sum(csap(xb,yb)) % \ Qﬁﬁ \/ ]

0.008612820224953 m
> % Az 0sszes lehullott csapadék:
> CS = cs*t % 2.117955976691141e+05

00ng A
2000 4000 6000
X

Vagy hasznalhatjuk az altalanositott Monte-Carlo

képletet, ez esetben nem kell kiszamolni a szabalytalan tartomany teruletét, elég csak
a befoglal6 téglalap terllete és a felvett pontok szama, illetve a tartomanyon belul [évé
pontokban a figgvényértékek dsszege.

> % Az altalanos Monte-Carlo modszert haszndlva,
> % ha a teriletet nem szamoljuk ki kiil6n
> €S2 = T/N*sum(csap(xb,yb)) % 2.117955976691141e+05

Amennyiben nem szabalytalan, hanem szabalyos teruleten kell elvégezni az
integralast, ha példaul a befoglald téglalapon lehullott csapadék mennyiségére
vagyunk kivancsiak, akkor hasznalhatjuk az integral2 parancsot. Az integral2
parancshoz egy figgvényt és a 2D tartomany hatarait kell megadjuk.

>
>
>

% A befoglald téglalapon leesett csapadék mennyisége
Cs_teglalap = integral2(csap,min(x),max(x),minCy),max(y))

% 7.197677742886153e+05
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GYAKORLO FELADAT NUMERIKUS/SZIMBOLIKUS DERIVALASHOZ,
INTEGRALASHOZ

Adott egy q [N/m] fajlagos sulyu szabadvezeték, amelyet két egymastol b tavolsagra
Iév6 h magassagu oszlophoz rogzitink ugy, hogy a feszitéerd vizszintes komponense
H. A kabel alakjat az alabbi koszinusz - hiperbolikus fuggvény irja le:

H q q.b
f(X,H;Q;b;h)—q <COSh(H x)_COSh(H 2)>+h

Hatarozzuk meg a kabel hosszat, ha
H =1000 N, g =2 N/m, b =200m, h =40m.

Oldjuk meg a feladatot numerikusan és ellenérizzik a hibajat szimbolikus szamitassal!

Hfy {cosh(g/H x)-coshig/H bi2))+h

-100 -80 60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

Egy f(x) fUggvény ivhosszat [a, b] intervallumon az alabbi médon hatarozhatjuk meg:

b
s = f 1+ (f'(x))?dx

Oldjuk meg a koévetkez6 feladatokat:

1. Allitsuk el& a pontos megoldast szimbolikusan a késébbi ellenérzéshez!
2. A derivalt fliggvényt kozelitsik a masodrendl hibaju, 0(h?) differencia
modszerrel!

F(x+A)—F(x—A4)

dF(x,A) = > TA

irjuk fel a derivalt fliggvény kozelitését A |épéskdz fiiggvényeként! Hasonlitsuk
0ssze a pontos megoldassal grafikusan A= 5 és A= 10 esetén!

3. Szamitsuk ki az ivhosszat a trapézszaballyal A= 5 és A= 10 esetén!

4. VégezzUk el az integralast a negyedrend( hibaju Simpson szabaly alapjan is!

5. Abrazoljuk a hibakat grafikusan oszlopdiagram segitségével!

%% Ivhossz szamitas
% ivhossz: S=int(sqrt(1+dfA2),a,b))

clear all; format short; clc; close all;

vV V VYV VYV

H=1000; % Feszit6erd vizszintes komponense [N]
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q=2; % Szabadvezeték fajlagos sulya [N/m]
b=200; % Két oszlop kozotti tavolsdg [m]
h=40; % 0szlop magassaga [m]

f=@(x) H/g*(cosh(q/H*x)-cosh(q/H*b/2))+h;
% A kabel alakjat Teird fliggvény

figure(l); clf;
fplot(f, [-100,100])

VV VYV VVVYVYV

Hfy {cosh(g/H x)-cosh{g/H b/2))+h

T T T T T T T T T

40

38

36

34

32

30

1 1 1 1 1 1 1 L 1
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100
X

% A pontos megoldas - szimbolikusan
syms X;

fs = H/gq*(cosh(gq/H*x)-cosh(q/H*b/2))+h
diff(fs,x)

% ans sinh(x/500)

fsint sqrt(1+sinh(x/500)A2)

ihsym int(fsint,x,-100,100)

% ihsym = 500%exp(1/5) - 500/exp(1/5)
ihsym=double(ihsym)

% ihsym = 201.3360

% Numerikus megoldas

% A derivaltflggvényt a masodrendl hibaju o(hA2) differencia
médszerrel kozelditjuk

df=@(x,d) (f(x+d)-f(x-d))/R2*d); % numerikus kozelités
dfs=@(x) sinh(x/500); % a pontos megoldas szimbolikus szamitashol

VVVVVVVVVVYVYVYV

% delta=5 és delta=10 esetén a derivaltak kozelitésének hibdja
d5=@(x) dfs(x)-df(x,5);
d10=@(x) dfs(x)-df(x,10);

% a hibaflggvények abrazolasa
figure(2);clf;

fplot(d5, [-100,100]);

hold on

VVVVVVVVYVYVYV
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> fplot(d10, [-100,100]);

x10° dfs(x)-df(,10)
15F T T T T T T T T T x

15k ] ] | 1 1 1 ] | ] =1
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 B0 80 100

%% Integralas - ivhossz: S=int(sqrt(1+dfA2),a,b))
% A pontos érték: 201.3360

vV V. V V

% Integralds a trapéz szabdly alapjan (masodrendd hibaval) -
trapz(x,y), X,y vektorok (O0sszetartozo értékek)

=-100:10:100; % delta=10
y10=sqrt (1+df(x,10) .A2);
ihtrlO=trapz(x,y10) % ihtrl0 = 201.3429

=-100:5:100; % delta=5
y5=sqrt(1+df(x,5).A2);
ihtr5=trapz(x,y5) ihtr5 = 201.3377

VVVVVYVYVYVYV

% Integralds Simpson szabdly alapjan (negyedrendd hibaval) -
quad(fun,a,b)

% fun-flggvény, a,b-integralasi hatarok

110=0(x) sqrt(1l+df(x,10).A2); % integralando fliggvény
ihsimp=quad(i10,-100,100) % ihSimp = 201.3362

% Hibak
etrlO=ihsym-ihtrl0 % etrl0 = -0.0069, Trapézszabaly hibaja, delta=10
etr5=ihsym-ihtr5 % etr5 -0.0017, Trapézszabdaly hibaja, delta=5
eSimp=ihsym-ihSimp % eSimp = -1.7709e-004, Simpson médszer hibaja
figure(3); bar([etrl0 etr5 eSimp])
names = {'trapezl1l0'; 'trapez5'; 'Simpson' };
set(gca, 'XTickLabel',names)

%1073

VVVVVYVVYVVYVYV

0

2+

4 -

8 | | 1
trapez10 trapez5 Simpson

A FEJEZETBEN HASZNALT UJ FUGGVENYEK

trapz(x,y) - Numerikus integralas diszkrét pontok alapjan trapéz szaballyal
quad(fun,a,b) - Flggvény numerikus integralasa Simpson-szaballyal
integral(fun,a,b) - Fuggvény numerikus integralasa adaptiv kvadraturaval
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Kettés integral szamitasa numerikusan, szabalyos téglalap

integral2 " tartomanyon

integral3 i Hérma§ integral szamitasa numerikusan, szabalyos téglatest
tartomanyon

int - szimbolikus integralas

rectangle - Téglalap rajzolas

haltonset(n) - n dimenzids Halton sorozat el6allitasa

net(hset,n) - n pont kivalasztasa a Halton sorozatbdl

inpolygon - egy zart poligonon belul 1évé pontok meghatarozasa

nnz - nem nulla elemek szama
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