Numerikus modszerek épitémérnokdknek Matlab-bal 16. Differencialegyenletek 2.

16. DIFFERENCIALEGYENLETEK - PEREMERTEK FELADATOK

Eddig a kdzonséges differencidlegyenletek kezdeti érték feladataval foglalkoztunk,
amikor a fluggvény és derivaltjainak értéke a kérdéses intervallum kezdépontjaban volt
megadva. Elsérend( esetben a fuggvény értéke a kezdbpontban, masodrendi
esetben a flggvény és elsé derivaltjanak az értéke a kezd6pontban, harmadrendi
esetben a flggvény, az elsé és a masodik derivalt értéke a kezd6pontban stb.
Peremérték feladat esetében a fuggvény és derivaltjainak értékei kozul legalabb az
egyik nem a kezddpontban, hanem a végpontban adott, és igy kell megkeressuk azt a
fuggveényt, ami kielégiti a feltételeket.

Nézzunk egy masodrendi kdzonseéges differencialegyenletet az [a,b] intervallumon:

d?y dy
az T (t' Y, E)

A masodrendl differencialegyenlet megoldasahoz két feltétel szikséges. Kezdeti
érték feladat esetében ez a fliggvény (y) és az elsd derivaltjanak (%) az értéke a
kezd6pontban. Peremérték feladat esetében tobb valtozat lehetséges. Lehet adott a
fuggvényérték a kezdd és a végpontban, ezt Dirichlet-peremfeltételnek nevezzuk:
Y(a) =Y, Y(b) =Y,
Lehet adott az elsé derivalt értéke a két végpontban, ezt Neumann-peremfeltételnek
nevezzik:
dy o dy
dtleeg ¥ dtli=p
Vagy lehetnek vegyesen pl. a fliggvény értéke a kezd6pontban és az elsé derivalt
ertéke a végpontban. Vizsgaljuk azokat az eseteket altalanosan, amikor a probléma
visszavezethetd elsérendl explicit differencialegyenlet rendszerre. Ekkor a
megoldandd n-ed rendl differencialegyenlet:
dny dy dzy dn—ly
_Tl:f t;y;_; 2;”') n—-1
dt dt’ dt dt
Vezesslnk be ismét egy w vektorvaltozot a figgvényre és derivaltjaira a jobb oldalon:

W el d_y dzy ) dn_ly
'’ dt’dt?’ ’'dtn?

:Db

Ekkor a megoldandé elsérend differencial egyenletrendszer a kdvetkezb lesz:

dw
—-=fEw)
A két peremen (t = a és t = b) ismertek a kdvetkezd értékek:
Wi(a) :Ai; i = 1,"',k

wi(b)=Bj; j=k+1,,n

Vagyis az i index(i elemek a kezdépontban (4;), a j index(i elemek a végpontban
ismertek (B;).
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TUZERSEGI MODSZER (SHOOTING METHOD)

A megoldas egyik lehetséges mddja, hogy visszavezetjuk a feladatot egy kezdeti érték
probléma ismételt megoldasara, ezt nevezzik tuzérségi moédszernek.

A megoldas elve az lesz, hogy megoldjuk a kezdeti érték problémat egy felvett kezdeti
wi(a) =u; ertékre, majd ellendrizzik a w;(b) = B; veédfeltétel fennallasat (a
differencialegyenlet rendszer numerikus megoldasaval). Ha eltérés van, akkor
modositjuk az u értekét. A felvett kezdeti u; és a vegpontbeli w;(b) értékek kozotti

kapcsolatot egy g(u) fuggvénnyel adhatjuk meg:
w;(b) = g;(u)
Ennek kell egyenl6nek lennie a végpontban ismert értékekkel, B;-vel, vagyis:
g;(u) = B,

Az ismeretlen kezdeti értékeket az alabbi (n-k) valtozos fuggvények zérus helyeinek
megkeresésével hatarozhatjuk meg:

TUZERSEGI MODSZER ALKALMAZASA

Fellovink egy petardat fliggblegesen felfelé, a petarda 5 masodperc elteltével robban
fel. A petarda figgdleges mozgasat, ha eltekintink a l|égellenallastdl, akkor a
kdvetkezd masodrendi differencialegyenlettel irhatjuk le:

d?y
="

1) Mekkora sebességgel kell fellbnunk a petardat, ha azt szeretnénk elérni, hogy
pontosan 40 méter magasan robbanjon fel? (Azaz 5 masodperc mulva
pontosan 40 méter magasan legyen.)

2) Mekkora lesz a petarda altal elért maximalis magassag?

3) Hany masodperc utan lesz pontosan 35 m magasan?

(Az utols6 két kérdés a korabbiakban tanultak gyakorlasa, megoldasuk csak a
peremérték feladat megoldasa utan lehetséges.)

A peremfeltételek tehat:

y(0) = 0; y(5) = 40;
A kezdeti érték feladatoknal tanult moédon alakitsuk at masodrendl

differencialegyenletet <% = f(t,y,%)) két elsérendd differencialegyenletbél allé

rendszerré! Ehhez vezesslink be egy kételemi vektorvaltozot, a fliggd valtozokra, az
els6é elem a petarda fuggdleges helyzete (y) legyen, a masodik elem pedig az elsé

derivalt, vagyis a petarda fuggéleges sebessége (%):

dy
W=(y E)
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Ekkor w; = y (fuggbleges pozicid) és w, = % (fuggbleges sebesség). Az elsérendi
differencialegyenlet rendszert az uj vektorvaltoz6 elemeinek elsé derivaltjai adjak:

_dwl_dy_
1T T a2
_dw, d?y

T TEA

1) Mekkora sebességgel kell fellbnunk a petardat, ha azt szeretnénk elérni, hogy
pontosan 40 méter magasan robbanjon fel? (Azaz 5 masodperc mulva
pontosan 40 méter magasan legyen.)

El6szor oldjuk meg Runge-Kutta modszerrel ugy az egyenletrendszert, hogy
felveszlink  kilonb6zé kezdeti értékeket a sebességre. Legyen w,(0) =
20,30,40,50 "/ ! w egy vektor: w = [wy, w,], ahol w; a fliggdleges elmozdulas érték,
w, pedig az elsé derivalt, vagyis a sebesség értéke.

A differencialegyenlet rendszert megadhatjuk kulon fajlban, pl. a diff petarda.m
fajlban:

> function F = diff_petarda(t,w)
> g = 9.81;

> f1=w(2);

> f2 = -g;

> F = [fl; f2];

> end

Vagy megadhatjuk egysoros flggvényként is abban a fajlban ahova dolgozunk (pl.
petarda_felloves.m):

> g = 9.81;

> dwdt = @(t,w) [w(2); -9]
A Runge-Kutta moddszerhez hasznaljuk a Matlab beépitett ode45 parancsat! A
differencial egyenlet rendszert kilon fajlban definialva a fuggvény neve elé kell tenni

egy @ szimbolumot. Elészor adjunk meg 20 m/s kezdeti sebességet, és0 <t <5s
intervallumot!

> v0 = 20;

> [T w] = oded45(@diff_petarda,[0; 5],[0; vO0]); % kilon fajlban
> % vagy

> [T w] = ode45(dwdt,[0; 5],[0; vO0]); % egysoros fliggvényként

Az eredményeknél T vektorban a Iépésk6zok vannak a [0, 5] intervallumon. W egy
matrix két oszloppal és annyi sorral, amennyi elem a T vektorban van. W elsé
oszlopaban a fuggéleges elmozdulas értékek vannak (y), a masodik oszlopban pedig

az els6 derivaltak (%), vagyis a sebességek. Abrazoljuk az elmozdulasokat és a
sebességeket az id6 fuggvényeében!

figure(l);

Y = W(:,1); % magassag

V = W(:,2); % flggbleges sebesség
plot(T,Y,'b",T,v,'r")

Tegend('Fligg6éleges elmozdulas', 'Sebesség')
Y(end) % -22.6250

V V. V V V V
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Az abrabdl lathatjuk, hogy 20 m/s
kezd6sebességgel nem is kozelitjuk meg a
40 m-es magassagot. Ezzel a kezdeti
sebességgel az intervallum végén negativ
értéket kapunk a poziciéra, tehat mar rég
leesik a foldre, mire felrobban.

Vegyunk fel tobb kezdeti ertéket (20,30,40,50
m/s) és most csak a flggbleges helyzetet
jelenitsik meg! irassuk ki a végpontbeli
magassag ertékeket is (W elsé oszlopanak
az utolso eleme)!

plot([0,5],[40,40]);

16. Differencialegyenletek 2.

30

Fuggoleges elmozdulas
Sebesség

> figure(2); hold on;

> for vi=20:10:50

> [T w] = ode45(Cdwdt,[0; 5],[0; vil);

> Y = wW(:,1); % magassag

> fprintf('vo=%d m/s; y(5)=%f m\r\n',vi,Y(end))
> plot(T,Y);

> end

>

>

Tegend('v0=20",'v0=30", 'v0=40", 'v0=50", 'y=40")

140

40

v0=20

120 ———v0=30
. v0=40
100 el o0
/// y=40
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80 >
///
///
60 J/
P
40 A —- = oema ——
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i
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of

=201

-40
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v0=20 m/s; y(5)=-22.625000 m
v0=30 m/s; y(5)=27.375000 m
v0=40 m/s; y(5)=77.375000 m
v0=50 m/s; y(5)=127.375000 m

Az abrabol és az eredményekbdl is lathatjuk, hogy az 5 masodperces intervallum
végén a 30 m/s kezddésebességgel kevesebb, a 40 m/s kezd6sebességgel tobb mint
40 m-es magassagba jutottunk. Valahol a kett6 kozott lesz a megoldas.

Oldjuk meg a feladatot a tlizérségi médszerrel!

Az ismeretlen kezdeti feltétel, vagyis most a kezdeti sebesség, legyen u, és irjuk fel
ennek egy g fluggvényében a végpontbeli fuggvény értéket, és vizsgaljuk meg, hogy
ez mikor lesz 40!

gu) =40

Vagyis keressik az h = g(u) — 40 zérushelyét!
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irjuk meg elészor egy kiildn fajlban a g fliggvényt, ami a kezdéérték fiiggvényében
visszaadja a végpontbeli magassag értéket! Ehhez a 'diff_petarda.m' kilon fajlban
megirt differencialegyenlet rendszert hasznalhatjuk. Legyen ez a f3jl a
petarda_magassag.m fajl!

> function y = petarda_magassag(u)

> [T w] = oded45(@diff_petarda,[0; 5],[0; ul);

> Y = W(:,1); % magassagok

> y = Y(end) ); % magassag az intervallum végén
> end

Abrazoljuk a kezdésebesség fiiggvényében az 5 masodpercnél elért magassagokat
20 és 50 m/s kezdésebességek kozaott!

40

> 'F'Igur‘e(3) 140

> fplot(@petarda_magassag, [20, 50]); 120 >

> hold on; plot([20,50],[40,40]); - “/«/
Az abra alapjan valahol 30 és 35 m/s kozott kell //’
felvennink a kezdGértéket a sebességhez. o
Legyen most u, = 32! “

> % a hianyzo kezdbéérték meghatdrozas 0 4

> h = @Cu) petarda_magassag(u)-40 50

> v0 = fzero(h,32) % 32.5250

Rajzoljuk fel a megoldast szaggatott vonallal a
tobbi kezdbeérték mellé az abraba!

20 25 30 35 40 45 50

> [T w] = oded45(@diff_petarda,[ta; tb],[y0; v0l);

> figure(2);

> plot(T,w(:,1), "k--");

> Tlegend('v0=20",'v0=30",'v0=40", 'v0=50", "'y=40","'40 m',
'megoldas', 'Location', 'best')

> title('Petarda kezdeti sebességének meghatarozasa')

Petarda kezdeti sebességének meghatarozasa
140

v0=20
120 v0=30 .
v0=40 e

v0=50
100 |- y=40 =

— — —megoldas >

-40
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2) Mekkora lesz a petarda altal elért maximalis magassag?

Miutan megtalaltuk a keresett fuggvényt a differencialegyenlet megoldasaval, egy
egyszer(l széls6érték kereséssel erre a kérdésre is koénnyen megfelelhetink,
felhasznalva a korabbiakban tanultakat! Ehhez illessziink egy spline-t a fliggvény
kiszamolt pontjaira, majd alakitsuk at a feladatot minimumkereséssé, a fuggveny
minusz egyszeresének definialasaval!

% Elért maximalis magassag?

sp = @(t) spline(T,Y,t) % spline illesztés
fplot(sp,[0,5],"'g-.", "Linewidth',2)

% minimum keresési feladatta alakitas
spmin = @(t) -1*sp(t)

% kezd6érték az abrabdél: 3.5 s

tmax = fminsearch(spmin,3.5) % 3.3155

ymax = sp(tmax) % 53.9182
plot(tmax,ymax, 'ro')

vV V V V V VVYVYV

Tehat az elért maximalis magassag: 53.918 m.
3) Hany masodperc utan lesz pontosan 35 m magasan?

Ezt a feladatot nemlinearis egyenlet gydkhelykeresésére vezethetjik vissza. Meg kell
oldanunk a kovetkezd egyenletet: y(t) = 35. Felhasznalhatjuk az el6z6 feladatban
illesztett spline-t, és deinialjuk a megoldandé fliggvényt 0-ra rendezve.

% Hany masodperc utan Tesz 35 méter magasan a petarda?
35 = @(t) sp(t)-35

% kezdéérték az abrabol: 1.5

t35 = fzero(f35,1.5) % 1.3516

% ell.

y35 = sp(t35) % 35

plot(t35,y35, "k*")

V V V V V VYV

Petarda kezdeti sebességének meghatarozasa

140
v0=20
120 b v0=30
v0=40
100 - v0=50
y=40
— — —megoldas
80 spline(T, Y ,t)
O data1
60 % data2
=S
40
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PEREMERTEK FELADAT MEGOLDASA A MATLAB BEEPITETT FUGGVENYEVEL

Sok mas modszer is létezik peremérték feladatok megoldasara, példaul véges
differenciak mddszere, probafliggvények modszere (globalis maradék minimalizalasa,
lokalis maradékok eliminalasa). Ezek ismertetésére most id6 hianyaban nem térunk ki.

Természetesen a Matlab-nak van sajat beépitett parancsa is a peremérték feladatok
megoldasara, a bvp4c parancs (bvp = boundary value problem). Nézziink most egy
példat tartoszerkezet témakorebdl!

Az alabbi L=4 m hosszu kéttdmaszu tartéra egyenletesen megoszlé terhelés hat (q).
Nagy lehajlasokra, a tartd lehajlasa (y) a kdvetkez6 kozdnséges differencial egyenlettel
hatarozhaté meg:

d2y dy\?
e = [1 +(z) l

l
y(0) = 0; y(L) = 0; - peremfeltételek ARRRE BAARERRRRR

N W

}7
1 2
.E.q.(L.x_x)' .

Y=

X

EI = 1.4 x 10’ Nm?; - hajlitasi merevség "TL' | = 1
q =10 X 103N/m ; - terhelés ' L
Oldjuk meg a feladatot a Matlab beépitett figgvenyével!

1) Hatarozzuk meg a lehajlas értékeket x fliggvényében és jelenitsik meg Oket!
Jelenitsuk meg az elsé derivaltakat is! Mennyi lesz a lehajlas értéke 1.35 m-
nél?

2) Mennyi a maximalis lehajlas értéke?

3) Milyen x értékeknél lesz a lehajlas pontosan 1 mm?

A Matlab beépitett bvp4c peremérték feladat megold6 fliggvényét a kovetkezd
formaban lehet megadni:

> SOL = bvp4c(ODEFUN,BCFUN,SOLINIT)

A bvp4c-nek egy kimenete van (most ez a solution réviditéseként a sol, de barmilyen
valtozonév lehet), ami egy struktura tipusu valtozéként tartalmazza a fuggetlen
valtozot (sol.x) és a kiszamolt fliggd valtozé és derivalt értékeket is (sol.y), és harom
bemenete:

— odefun: elsérendi differencialegyenlet rendszer (fliggvény)

— bcfun: a peremértékek fuggvényként megadva

— solinit: kiértékelendé tartomany, illetve a flggvény és derivaltjai atlagos
értékének becslése (a bvpinit paranccsal eléallitva)

ELSORENDU DIFFERENCIALEGYENLET RENDSZER MEGADASA (ODEFUN)

Ehhez is, mint a kezdeti értékeknél hasznalt ode45 parancsnal at kell alakitani a
magasabb rend( differencialegyenletet egy elsérendi differencialegyenlet rendszerré
(odefun). Ehhez el6szor fejezzik ki a masodik derivaltat a masodrendi
differencialegyenletbdl!
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3

z 1 \1
ey Py — 42 _
2q(Lx x)EI

oy (11+<d—yﬂ

Alakitsuk at egy uj kételemG vektorvaltozé bevezetésével els6rendl

differencialegyenlet rendszerré! Legyen most: w; = y; w, = Z—i.
w=(v 2)
dx
Ekkor az els6rendi differencialegyenlet rendszer:
_dwy dy
Y7 odx T dx W
dw, d?y 31 1
== 1 212 . . (L - — x?2 e
fr=—rt==3 <[ +wilz 5 g (Lox—x ))E,

Definialjuk a differencialegyenlet rendszert egy kulon fuggvényben. Ezt megtehetjik
egy kulon fajlban, ahogy eddig is tettlk, vagy a script fajl végén is (a Matlab R2016b
verzidjatol). Legyen a figgvény neve diff _|lehajlas!

> function F = diff_Tehajlas(x,w)

> EI = 1.4e7; q = 10e3; L = 4;

> 1 =w(2);

> 2 = ((L+W(@2))A2)A(3/2) * (1/2) * q * (L*x-xA2) ) / EI;
> F = [fl; f2];

> end

PEREMERTEKEK FUGGVENYKENT MEGADVA (BCFUN)

A peremfeltételek (a lehajlas az alatamasztasoknal):

y(0) = 0; y(L) = 0;

A bvp4c szamara a peremfeltételeket is egy fluggvényben kell megadni (bcfun). Az
[a,b] tartomanyon a feltételeket a wa és wb vektorokban adhatjuk meg, wa a
tartomany elején, wb pedig a tartomany végén megadott feltételeket tartalmazza.

dy dy
wa=(y@ o - )iw=(yo) | )
A vektorok elsé eleme a keresett fuggvény értéke a kezdb/végpontban (y), a masodik
eleme az elsd derivalt értéke (%) a kezdd/végpontban és igy tovabb a 3., 4. stb. elem

a masodik, harmadik stb. derivalt értéke lenne. Jelen esetben mivel a keresett lehajlas
(elmozdulas) fuggveény értékei adottak a kezd6 és végpontban:

wa(1l) =0, wbh(1) =0

A peremértékek vektorfuggvényét nevezzuk g-nek. Megadasa ugy torténik, mint
zérushely kereséskor, amikor a 0-ra rendezett alakot kell megadni, tehat

gr=wa(l)—0=0
g, =wb(1)—0=0
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A g fuggvény tulajdonképpen a maradék ellentmondasokat adja meg, ha ezek 0-k,
akkor teljesiti a fuggvény a megadott feltételeket. Jelen esetben mivel pont 0 a
peremérték mindkét helyen ezért lehetne egyszeriien g, = wa(1), g, = wb(1).

Legyenek a peremfeltételek a perem_lehajlas fuggvényben (ez lehet kulon fajlban
vagy a script végén). Mivel most a lehajlas értékekre van feltételink mindkét
végpontban, ezek az wa és wb els6 elemei adottak.

> function G=perem_lehajlas(wa,wb)
gl=wa(1)-0;

g2=wb(1)-0;

G = [91; g2];

vV V V V

end

Természetes matematikailag a ’-0’-t nem kell beleirnunk a fliggvénybe, de igy
konnyebb megjegyezni, hogy maskor ide kell beirni a kezdeti értékeket, ha éppen
eltérnek 0-t6l. Ha mondjuk a kezd6épontban az elsé derivalt értéke lenne megadva,
példaul Z—z = 2, a végpontban pedig a keresett fliggvény értéke y(b) = 3, akkor a

X=a

megadas a kovetkezb lenne: g, = wa(2) — 2, g, = wb(1) — 3.

KIERTEKELENDO TARTOMANY, ISMERETLENEK ATLAGOS ERTEKE (SOLINIT)

A harmadik sziikséges bemenet a bvp4c fliggvény hasznalatahoz a kiértékelendd
tartomany (solinit), illetve a flggvény és derivaltjai atlagos értékének becslése
(konstansként), amiket a bvpinit paranccsal kell megadni. A tartomanyunk most 0 <
x < 4. Vegyunk fel ezen 10 cm-ként pontokat. Meg kell még becsulni a fuggvény és
az els6 derivaltjanak is az atlagos értékét. Mivel most csak a fuggvény értékére van
adatunk a kezdé és végpontban, és ezek mindegyike 0, legyen a becsult értékink is 0
mind a figgvényre, mind az elsd derivaltra. (Ha a kezd6 és végpontban eltérd lenne
az érték, akkor célszerl lenne a kett6 atlagat valasztani itt a konstans becslésére.) A
megoldast a lehajlas_megoldas.m fajlban készitsik el!

> clc; clear all; close all;

> % Becsiult kezdeti értékek - bvpinit

> x0 = 0:0.1:4; % kiértékelend6 tartomany
>

wl0 = 0; w20 = 0; % becsiilt konstans értékek a fliggvényre és az elsé
derivaltra

> kezdofelt = bvpinit(x0, [wl0; w20])

MEGOLDAS BVP4C PARANCCSAL

A megoldashoz adjunk meg 10+ relativ toleranciat. Ezt nem az odeset, hanem a
bvpset paranccsal tehetjik meg. Utana oldjuk meg a feladatot a bvp4c parancsot
hasznalva és abrazoljuk is a megoldast!

% megoldas a beépitett bvpdc fliggvénnyel

opciok = bvpset('RelTol',le-4);

sol = bvp4c(@diff_lehajlas,@perem_lehajlas,kezdofelt,opciok)
X = sol.x;W = sol.y; % struktura tipusu megoldas elemei

Y = W(1,:); DY = W(2,:) % flggvény és derivaltja

plot(X,Y); hold on; plot(X,DY);

Tegend('lehajlasok', 'derivaltak', 'Location', 'best')

vV V V V VYV YV
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Mivel a megoldas struktura tipusu, igy sol.x és sol.y hivatkozassal tudjuk
szétvalasztani a fuggetlen valtozoét (X) tartalmazoé vektort és a keresett fuggvényt és
elsé derivaltjait tartalmazo6 (W) matrixot.

-3
<10
2 .

15}

1t

0:5:f lehajlasok

derivaltak

0K

051 N\ / 1
. ,//

25

Az eddigi megoldas egyben a kovetkezéképp néz ki:

> % Kétamaszu tartd lehajlasa

> clear all; clc; close all;

> % Becsult kezdeti értékek - bvpinit

> X0 = 0:0.1:4; % kiértékelend6é tartomany

> wl0 = 0; w20 = 0; % becsilt konstans értékek a fliggvényre és az elsé
derivaltra

> kezdofelt = bvpinit(x0,[wl0; w20])

> % megoldas a beépitett bvp4c fliggvénnyel

> opciok = bvpset('RelTol',le-4);

> sol = bvp4c(@diff_lehajlas,@perem_lehajlas,kezdofelt,opciok)

> X = sol.x;

> Y = sol.y;

> plot(X,Y(1,:)); hold on

> plot(X,Y(2,:));

> Tlegend('lehajlasok', 'derivaltak', 'Location', 'best')

> e -

> function F = diff_Tehajlas(x,w)

> EI = 1.4e7; q = 10e3; L = 4;

> fl = y(2);

> 2 = ((+W(@2))A2)A3/2) * (1/2) * q * (L*x-xA2) ) / EI;

> F = [fl; f2];

> end

> e

> function G=perem_lehajlas(wa,wb)

> gl=wa(l);

> g2=wb(1);

> G = [g1; g2];

> end

> e -

Kérdés volt még, hogy mennyi lesz a lehajlas értéke 1.35 m-nél, mennyi a maximalis
lehajlas értéke és milyen x értékeknél lesz a lehajlas pontosan 1 mm?

Ezeket megoldhatnank ugy is, hogy egy spline fuggvényt illesztliink a kapott pontokra,
de hasznalhatjuk a deval parancsot is, ami tetszéleges pontban kiértékeli a bvp4c

10 Laky Piroska, 2020.
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megoldasat (ode45 esetén is hasznalhatd, ha azt nem két kimenettel hivjuk meg,
hanem eggyel, akkor az is egy struktura tipusban adja vissza az értékeket). A deval
csak interpolaciora hasznalhaté, extrapolaciéra nem!

% Mennyi lesz a lehajlas értéke 1.35 m-nél?
el = deval(sol,1.35) %-0.0021, -0.0009

el = deval(sol1,1.35,1) %-0.0021

% Tehat 2.1 mm a lehajlas

hold on; plot(1.35,el,'ro")

Csak a megoldas és a kiértékelendd hely megadasakor a deval fluggvény hasznalata
soran megkapjuk az adott pontban a fliggvény értékét, és az elsd derivalt értékét is,

ha csak az els6 (vagy a masodik) érdekel minket ezek kozul, akkor megadhatjuk még
a minket érdekld valtozé indexét is. Most a lehajlas 2.1 mm lett a kérdéses pontban.

vV V.V V V

Mekkora lesz a maximalis lehajlas? Ehhez definialjuk fliggvényként a kapott
megoldast! Mivel a koordinata rendszer ugy van felvéve, hogy a lehajlasokat negativ
szamkeént kapjuk, igazabdl egy minimumot keresunk, igy egyszerlien hasznaljuk most
az fminsearch parancsot erre! Ehhez kezd6értéknek adjuk meg a 2-t!

% Mekkora Tesz a maximdalis lehajlas?
Tehajlas = @(x) deval(sol,x,1)

xmax = fminsearch(lehajlas,2) % 2
Tmax = Tehajlas(xmax) % -0.0024

vV V V V

Mivel itt a terhelés teljesen szimmetrikus volt, egyértelmd volt, hogy a felez6pontban
(2 méternél) lesz a maximalis lehajlas, igy akar le is kérdezhettlik volna ott az értéket
a deval hasznalataval:

> Tmax = deval(sol,2,1) % -0.0024

> plot(xmax,Imax, 'r*")

Milyen x értékeknél lesz a lehajlas pontosan 1 mm? Ez két pontot is jelenthet, melyeket
az fzero hasznalataval kereshetiunk meg. Figyeljunk ismét a koordinata rendszerre és
a mertékegységekre, hogy 1 mm lehajlas itt -0.001 m-t jelept! Kezd6érigkeket az abra
alapjan valasszunk 0.5 illetve 3.5 m-t! -

> % lehajlas = -0.001 -> h = Tehajlas + 0.001 5§ O

> h = @(x) lehajlas(x) + 0.001 0s

> x01 = 0.5; x02 = 3.5; Ok y
> x1 = fzero(h,x01) % 0.5437 05t N\ , /
> x2 = fzero(h,x02) % 3.4563 S e e

> plot(xl,lehajlas(x1), 'ks'); hold on; 45 X 74l

> plot(x2,lehajlas(x2), 'bd"') 2~ e

S o
0 05 1 15 2 25 3 35 4

ELSO PELDA MEGOLDASA BVP4C FUGGVENYT HASZNALVA

Nézzuk meg hogyan nézne ki az elsbnek megoldott petarda kilovéses példank a
Matlab beépitett fliggvényévell A masodrendl differencialegyenlet: %z -g, a
peremfeltételek: y(0) = 0; y(5) = 40.

A megoldas bvp4c hasznalataval:

% petarda - bvp4c

clc; clear all; close all;

% Becsult kezdeti értékek - bvpinit

t0 = 0:0.1:5; % kiértékelend6 tartomany

vV V.V V
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> wl0 = 20; % becsilt atlagos magassag (0+40)/2

> w20 = 0; % becsilt érték az atlagos elsé derivaltra

> kezdofelt = bvpinit(t0, [wl0; w20])

> % megoldas a beépitett bvp4c fliggvénnyel

> opciok = bvpset('RelTol',le-4);

> sol = bvp4c(@diff_petarda,@perem_petarda,kezdofelt,opciok)

> X = sol.x;

> W = sol.y;

> plot(X,w(l,:)); ®

> xlabel('1d6'); ylabel('Magassag') BTN,
> % ____________________________________ 50 ///

> function F = diff_petarda(t,w) //' 3
> g = 9.81; “or 7

> fl = w(2); v ¥

> f2 = -g; 5% //

> F = [fl; f2]; = ;

> end 20F

> I - //

> function G=perem_petarda(wa,wb) m'//

> gl=wa(l); /

> g2=wb(1)-40; % o5 4 45 2 25 3 a6 4 45
> G = [gl; 92]; Id6

> end

> e

GYAKORLO PELDA PEREMERTEK FELADATOKHOZ

Oldjuk meg most a kovetkezd peremérték feladatot a [0,1] tartomanyon:

2
% +y=0
Atrendezve:
d’y
dx? -y
A megadott peremfeltételek: y(0) = 1; %(1) =3

Az intervallum elején adott a flggvényérték, az intervallum végén pedig az elsé

derivalt! Az els6rendi differencialegyenlet rendszer, ha w; = y; w, = Z—ii
__qu,__dy__
L7 dx __dx_w2
dw, d?y

== —Ww
2 dx  dx? 1

A peremfeltételek: wa(1) =1, wb(2) =3
Nullara rendezve: g, = wa(1) — 1; g, = wbh(2) — 3
Megoldas Matlab-ban:

> % gyakorl16 peremérték feladat
> «clc; clear all; close all;

> clc; clear all; close all;
>

% Becsult kezdeti értékek - bvpinit

12
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X0 = 0:0.1:1; % kiértékelend6 tartomany
wl0 = 1; % becsilt atlagos fliggvényérték
w20 = 2; % becsilt érték az els6 derivaltra

kezdofelt = bvpinit(x0, [wl0; w20])

% megoldas a beépitett bvpdc fliggvénnyel

sol = bvp4c(@gyakorlo_diff,@gyakorlo_peremfelt,kezdofelt)
X = sol.x; W = sol.y;
plot(X,w(1,:),X,w(2,:));

>

>

>

>

>

>

>

> 8

> Tlegend('y', 'dy/dx") :
> % ___________________________________ 7 dy/dx
> function F = gyakorlo_diff(x,w) . e
> 1 =w(2); Lli e ////
> 2 = -w(); st -

> F = [fl; f2]; S :

> end i S

> o == — m 3 ,/

> function G=gyakorlo_peremfelt(wa,wb) -

> gl=wa(1)-1; S

> g2=wb(2)-3; W

> G = [gl, 92], 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
> end

>

A FEJEZETBEN HASZNALT U] FUGGVENYEK

Kbzonséges differencial egyenletek peremérték feladatanak

bvpac " megoldasa kollokaciéval
VDR Kezdeti értekek becslése kdzonséges differencialegyenletek
vpinit - e x - .
peremérték feladatanak megoldasahoz
Kbzonséges differencialegyenlet peremérték feladatat megoldo
bvpset - flggvények opcionalis paramétereinek megadasa (pl. RelTol,
AbsTol)
deval _ Kozonseges differencialegyenlet megoldasanak kiértekelése

adott pontban
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