Palancz Béla - Numerikus Moédszerek 2012 - 1. Szamitasok hibai

1. Gyakorlat

= Kerekitési hiba - Hibaterjedés - Kondicioszam
= 1. példa

Az alabbi két szam dsszeadasanal gépi preciziéresd 16 hozzaadott érték nem jelenik meg, azonban havezefien
noveljik a preciziét 17-re, akkor mar abrazolhbtasznaljuk aspa fliggvényt!

>> clc; clear all; format long;
% A gépi epszilon
>> eps
ans =
2.220446049250313e-016
>> % a kerekitési egység
>> eru=0.5*eps
eru =
1.110223024625157e-016
>> x = 1.234567890123456; y = 10"\(-16);

>>z7=x+Yy,

>>7z
z = 1.234567890123456

>>z =vpa (X, 17) + vpa (y, 17);
>>vpa (z, 17)

ans = 1.2345678901234561

Alternativ megoldas di gi t s fluggvénnyel,
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>> x = 1.234567890123456; y = 107(-16);
>> digits (16);

>>z =vpa (X +);

>>7

z =1.234567890123456

>> digits (17);
>>z=vpa(X+y)

z =1.2345678901234560

>>z = vpa (X) + vpa ()

z =1.2345678901234561

= 2. példa

Hatarozzuk meg az y =*x5 X% + 6 x + 0.55 polinom értékét az x = 2.73 helygeghi aritmetikaval! Ismételjik meg a
miiveletet a Horner elrendezést alkalmazva! Hasohlifissze a hibakat!

>>x=2.73;

>> digits (4);
>>t1 = vpa (X*3)
t1 =20.35

>> 12 = vpa (-5*x"2)
t2 =-37.26

>> t3 = vpa (6*X)
t3 =16.38

>>y=vpa (t1 + t2 + t3 + 0.55)
y=.200e-1

A Horner elrendezés,

y(X)=0.55+x (6 +x(x-5))

% A Horner elrendezés szimboliku$&litasa
>> clear x

>> syms X

>> horner (X3 - 5*x"2 + 6*x + 55/100)

ans = 11/20 + (6 + (-5 + X)*x)*x
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>>x=2.73;

>>t1 = vpa ((X - 5)*x)
t1=-6.197

>>y=vpa (0.55 + (t1 + 6)*x)
y=.122e-1

% A megoldas végtelen preciziéval
y=11917/1000000

% A megoldas 16 jegy pontosan
>> format long

>>y=x"3 - 5*x2 + 6*x + 0.55

y =0.011917000000000

Tehét a Horner elrendezés nem csupan hatékonygbtitmius de a kerekitési hibakra is kevésbé éradken

= 3. példa

Hatarozzuk meg a

1.20¢
z=1-

X

kifejezés kiértékelését az x = 1.209 helyen, kédiivz algoritmus szerint, négyjedyaritmetika esetén. Hatarozzuk meg
ezek relativ hibait, elemezziik az egyes lépéseket!

Algoritmus 1.
1.20¢
y =
X
z=1-y
Algoritmus 2.
y=x-1.208
y
y=-
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% algoritmus 1

format long

>> x = 1.209;

% Az 1. l1épés

>>yl = vpa (1.208/x, 4)
yl=

.9992

% Az eredmény 20 jegy preciziéval
y1r = vpa (1.208/x, 20)
ylr =

.99917287014061207610

% Az 1. l1épés relativ hibaja %-ban
eyl = vpa (abs (y1 - y1r)/y1r*100, 4)
eyl =

2715e-2

% A 2. l1épés
zl=vpa(l-yl, 4)
z1=

8e-3

% Az eredmény 20 jegy preciziéval
z1r = vpa (1 - ylr, 20)

z1r =

.82712985938792390 € - 3

% Az 2. l1épés relativ hibaja %-ban
ezl = vpa (abs (z1 - z1r)/z1r*100, 4)
ezl =

3.280

Tehét ennek az algoritmusnak a relativ hibaja 3628

% 2. algoritmus

% Az 1. l1épés

>>y2 =vpa (x - 1.208, 4)
y2=

.1000 e - 2
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% Az eredmény 20 jegy preciziéval
y2r = vpa (x - 1.208, 20)

y2r =

.10000000000001119105 € - 2

% azaz a relativ hiba "zérus"

% A 2. l1épés

z2 = vpa (y2/x, 4)
z2 =

.8271e-3

% Az eredmény 20 jegy precizidval
z2r = vpa (y2r/x, 20)
z2r =

.82712985938801646857 € - 3

% Az 2. lépés relativ hibaja %-ban
>> ez2 = vpa (abs (z2 - z2r)/z2r*100, 4)
ez2 =
.3610e -2

Vagyis a masodik algoritmus relativ hibaja csup@086 %! Vegyik észre, hogy az 1. algoritmus hibalapveten a 2.
Iépésben a kdzel azonos szamok kivonasa okozta!

% A megoldas végtelen preciziéval
>> 1/1209

% A megoldas 16 jegy pontosan
ans = 8.271298593879239 e - 004

= 4. példa

Gyakran a feladat megoldasa rendkivil érzékenynaeheti adatokra. Erre egy példa a Wilkinson- palingyokeinek
meghatarozasa.

A Wilkinson - polinom
W@ =] |z-i
i=1
A polinomn =7 esetén
W=(-7+2)(-6+2)(-5+2)(-4+2)(-3+2R(+2)(-1+2)

azaz

W =-5040+ 13068 z— 131327 + 67697 — 1960# + 32272 - 282 + 2’
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% A Wilkinson polinom szimbolikus ééllitasa n = 7 esetén
>>syms W z

>>fori=1:7W(@i)=2z-i;

end

>>w = prod (W)

w=(z-1*%z-2)*(z-3)*(z-4)*(z-5*@z-6Xz-7)

>> expand (w)

ans = z"\7 - 28*z6 + 322*z"5 - 1960*z"4 + 6769*2"B3132*z"2 + 13068*z - 5040

% A polinom gyokei gépi precizioval

>> roots ([1, -28, 322, -1960, 6769, -13132, 1366840])
ans = 7.000000000000755

5.999999999996947

5.000000000004256

3.999999999997327

3.000000000000800

1.999999999999899

1.000000000000003

% Valtoztassuk meg a négyzetes tag egyitthat@dBa - 6l -13131 - re
>> roots ([1, -28, 322, -1960, 6769, -13131, 1306840])
ans = 6.918384192904751
6.254969875558790
4.475194646764544 + 0.360864025160649 i
4.475194646764544 - 0.360864025160649 i
2.841379597921446
2.036257422919012
0.998619617166907

% Ezen a kicsiny 0.008 % -os valtozas esetén mmaplax gyokok is fellépnek!
% Szimbolikus megoldas

>> solve(expand(w))
ans =

a b~ WN PP



>> solve('z"\7-28*2"6+322*2"5-1960*2"4+6769*2"3-13¥3"2+13068*2-5040")
ans =
.99861961718889673327569978879
2.0362574221134072571333588982
2.84137959783483532587220628982
6.2549698755631248422080581749
6.9183841920088732123907860455
4.4751946467641109223481350170972+.360864025169982921403367002%i
4.4751946467641109223481350170972-.360864025169988921403367002%
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% Ezen a helyzeten alaptieh a szimbolikus megoldas sem segit! Tehat itlagzvats probléma az
% output rendkivili érzékenysége az input valtarsazaz aosszul kondicionasag, amely

% parosulva a kerekitési hibaval fatalis hibahezethet!

= 5 példa

Az alabbi L hosszlsagu, A # &eresztmetszetl (L >> a), kdzepén Bvet terhelt
massagi tényégét E, kell meghatarozni az szég mérése alapjan!

kéttdmaszu tarté6 anyaganak rugal-

Az « szOget az alabbi formula adja

FL?
tg(a) = ,
g 16E|

ahol

azaz
312
E(, a, F,a) = — Fcot(a)
44
Az egyes jellemik névleges értékei
L,=100; g =1; R, =120;a,=0.017;
A mért jellemzk abszolut hibai,

AL =0.01;Aa = 0.01AF = 0.96;A« = 0.000085

Hatarozzuk meg ezek alapjan a rugalmassagi térgreiét és hibajat, valamint az E (L, aglfiggvény kondiciészamat!
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%Szimbolikus szamitas

>>syms E L F a alfa G eps

%A fliggvény a rugalmassagi modulusra:
>> E=3*F*L"2/(4*a"4*tan(alfa))

E=

3/4*F*L"2/ar4/tan(alfa)

% A "fliggvény" névleges értéke %szimbolikus esethdrkifejezésnek nevezziik
>> En = subs(E,{L,a,F,alfa},{100,1,120,0.017})

En =

5.2936e+007

%A gradiens vektor
>> G=[abs(diff(E,L));abs(diff(E,a));abs(diff(E Fabs(diff(E,alfa))]

G=

3/2*abs(F*L/a™4/tan(alfa))

3*abs(F*L"2/a”b/tan(alfa))

3/4*abs(L"2/a"4/tan(alfa))
3/4*abs(F*L"2/aM4/tan(alfa)*2*(1+tan(alfa)"2))

% Az abszolut hiba
>> h=subs(G'{L,a,F,alfa},{100,1,120,0.017})*[0.(0.01;0.96;0.000085]
n=

2.8163e+006

% A relativ hiba
>>rh=h/En
rh =

0.0532

% A fluggvény kondiciészama
>> k= [100 1 120 0.017]*subs(G {L,a,F,alfa},{1a0120,0.017})/En
k =
8.0002
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2. Gyakorlat

Csonkitasi hiba - Teljes hiba - Optimalis |épésk6z
6. példa

Hatarozzuk meg az
y =exp (x)
kifejezés értékét az= 0.5 helyen 4 értékes jegyre, 50 jeégyitmetikaval, alkalmazva az alabbi kozelitést,
x2  x8

expX)=1+x+—+— +
21 3!

>> digits (50);
>>x = 1/2;
>>y3 =vpa (1 + x + x"2/2)

y3 = 1.62500000000000000000000000000000000000000000

>>y4 = vpa (1 + x + x"2/2 ¥"3/factorial (3))

y4 = 1.64583333333333333333333333333333333333333333

>>vy5 = vpa (1 + x + x"2/2 + x*3/factorial (3)»*4/factorial (4))

y5 =1.648375000000000000000000000000000000000000000000

>>y6 = vpa (1 + x + x"2/2 + x*3/factorial (3) +4&factorial (4) +x*5/factorial (5))
y6 =1.648979166666666666666666666666666666666666666667
% Az el 4 jegy mér nem valtozik!

% A beépitett figgvénnyel
>> vpa (exp (X))
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ans =1.6487212707001281941643355821724981069564819335938

7. példa

Hatarozzuk meg az exp (-x) kifejezés értékét az8.3 helyen 4 értékes jegyre, az alabbi két féansaerint,

X2 X3 i xi i

AYX =exp(-X)=1l-X+— —— +—-..o Y = Z(—l)'_— = Y+ (-D'—
2 3 i20 J! i!
1 1 1 1 X

b) y(x) = exp(-x) = P - Y= v e
X X i X A - 1!

Lx+7 5+ -0 5; i Y
A relativ hiba
Yi — €XE(—X)
a € =
exp(—x)

% Irjunk m-file-t a két formulara

function y=app1(x,eps)
i=1;y=1;s=-X; ex=exp(-X);
while and(abs((ex-(y+s))/ex)>eps,i<100)
y=y+s;
i=i+1;
s=(-1)Ni*xNilfactorial(i);
end
y=I[y.i];

function y=app2(x,eps)

i=1; yn =1; s = X; ex = exp(-X);

while and(abs((ex-1/(yn+s))/ex)>eps,i<100)
yn=yn+s;
i=i+1;
s=x"i/factorial(i);

end

y=[1/yn,i];

format long

>> appl(8.3,0.00001)
ans =
0.00@48514147999 36.000000000000000

>> app2(8.3,0.00001)
ans =
0.00@24852180362 23.000000000000000

% A pontos érték
>> exp(-8.3)



MATLAB_GYAK2012_02.nb |3

ans =
2.485168271079519e-004

% Mint az varhato volt, a b) algoritmus kedé§ielz, mivel kevesebb lIépésszammal éri el airtel
% hibakorlatot. Ok: az a) esetben a valtako#feklamely kozel azonos értékek kivonasat jelenti

8. példa

Legyen adott az alabbi polinom,

f(x)=-0.1%-0.15%¥ 0.5 - 0.25x+ 1.2
Hatarozzuk meg a derivaltat az 0.5 helyen differenciahdnyadoalapjanh = 0.5 |épéskozt valasztva. Becsuljik
meg a kozelités hibajat!
Mivel
h2
fx+hy=f (x)+f‘(x)h+f"(§);, Xx=<é=x+h
A differenciahanyados
f(x+h—-fX h
AMf=———— =" +f" (& —
2!
Az abszolut hiba becslése tehat
f(x+h—-fX h
N L R I
h 2!
% Allitsuk eb a fliggvényt, valamint annak élés masodik derivaltjat szimbolikusan
>> syms f x

>>f = -0.1*x"4 - 0.15*x"3 - 0.5*x"2 - 0.25*x + 1;2

>> diff (f, )
ans =
-2/5*x"3 - 9/20*x"2 - x - 1/4

>> diff (f, X, 2)
ans =
-6/5*x"2 - 9/10*x - 1
%A megfeleb anonymous fliggvények a numerikus szamitdshoz
>>f = @(x) - 0.1*x*4 - 0.15*x"3 - 0.5*x"2 - 0.25*% 1.2;
>> df = @(X) - 2/5*x"\3 - 9/20*x"2 - x - 1/4;
>> ddf = @(X) - 6/5*x"2 - 9/10*x - 1;
%A derivalt kdzelitése a differenciahanyadossal
>> format long
>>h =0.5;

>> delf = (f (0.5 + h) - f (0.5))/h
delf = -1.450000000000000
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% A kozelités valésagos abszollt hibaja

>> del = abs (delf - df (0.5))
del = 0.537500000000000

% A kozelités hibdjanak becslése a maradéktagaaapj
>> R1 = @(u) h/2*ddf (u);
%mivel R1(u) az u =1 helyen veszi fel abszolutétdk maximumat, (rajzoljuk fel az R1(u)-t !)

>> dele = abs (R1 (1))
dele = 0.775000000000000

9. példa

Hatarozzuk meg a teljes hiba - azaz a kerekitéai@onkitasi hibak 6sszegének - a 1épéskdla) vald fuggését
az alabbi fiiggvény derivaltjanak=2 helyen a differenciahanyadossal toétéecslése esetén,

yo)=x
A derivalt kozelib értéke:
(2+hy3-28
h
A pontos érték,
3x2% =12

A teljes hiba,

(2+hy3-28 ‘
H)=|—— - 12

A csonkitasi hiba becslése a maradéktag alapjan,
h h
A(h):’; y"(x+§)‘=5 6(x+&)=< 3h(2+h)
% A teljes hiba
>>H = @(h) abs (((2 + h).”3 - 8)./h - 12) % Figyek a pontokra, mert kébb, mint "listable"-ként hasznaljuk!
% A csonkitasi hiba becslése
>> estH = @(h) 3*(2 + h)*h;
% A teljes hiba és a csonkitasi hiba szamitasakestképéskdz esetén

>> format long

>h=1e-4;
>>H (h)
ans =

6.000100225662663e-004



>> estH (h)
ans =
6.000000300000000 e - 004

% itt a csonkitasi hiba dominans
>h=1e-8;

>>H (h)
ans =
7.292965165106580 e - 008

>> estH (h)
ans =
6.000000029999999 e - 008

h=1e-12

H (h)
ans =
0.001066806988092

estH (h)
ans =
6.000000000003000 e - 012
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% Itt mar a teljes hiba jéval nagyobb, mint a bétossonkitasi hiba, mivel itt mar a kerekitési
% hiba dominans, miutan igen kis h esetén (2+hP*8 két kdzeli szam kilénbsége!

%Abréazoljuk a teljes hibat a Iépéskoz fliggvényédiogrog koordinata rendszerben

>>n = linspace (-15, 0, 100);

>> err =10g10 (H (10.2n));
>> plot (n, err)



6 | MATLAB_GYAK2012_02.nb

-4
-14 -0 -4 o

Lathatd, hogy nagyobb Iépéskdz esetén a csonkiildaj kisebb 1épéskdz esetén pedig a kerekitési didom-
inans! Ennek a jelenségnek igen fontos szerepeavdifferenciadlegyenletek numerikus megoldasan&ajdn
miért?)

Megjegyzés

A Maple vagy aMathematicarendszerek alkalmazéasa esetén, a fenti példamalépefel kerekitési hiba, hiszen
(2+hy3-28
—————— =12+6h+h?

amely atalakitast a fenti rendszerek automatikebaggeznek!

10. példa
Hatarozzuk meg az optimdlis 1épéskozf &z) = sin ) fliggvény derivaltjanak edsendi véges differenciaval valé

kozelitése esetén az n/4 helyen, ha 52 bites mantisszaju aritmetikavadiedkeziink!

A derivélt el$rendi véges differenciaval tortérkdzelitése a kdvetkéz

fx+h)—f(X)

oX,hy=———,
h

Mivel

h? h?

f(x+h)=f(x)+f'(x)h+f"(x); +...=f(x)+f‘(x)h+f"(§);
ahol

X =& =<x+h

ezzel

h h
o, hy=Ff"x +f"(§)5 = f'(X)+K15

azaz a csonkitasi hiba aranyads lapéskézzel! Azonban a szamitas soran kerekitgaiit fellép, ezért a teljes hiba
(csonkitasi + kerekitési hiba)),
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FfxX+h+A)—-F X)+A) A1 —Ag h
=1+
h
A kerekitési hiba tehét forditottan ardnyos a lkpgsel! Becsliljik a teljes hibat

o1 (X, =

[Ag] + Aol h €ry h
') =07 (X | = ———— +|Kg| = =2— + |[Kyq| =
h 2 h 2

aholep, a kerekitési egység, amely a gépi epszilon fele.
A jobb oldal minimumat ad6 |épéskoz,

€ry

Kl

hopt = 2

>> clear all
% a Matlaban a gépi epszilon értékét az eps vatirzalmazza, igy a kerekitési egység
>> delta = vpa (eps/2, 20)
delta =

.11102230246251565404 e - 15
%A méasodik derivalt
>> K1 = -sin (pi/4)
K1=

-0.7071

% Az optimalis |épéskoz
>> hopt = vpa (2*sqrt (delta/abs (K1)), 20)
hopt =

.25060666062048510998e-7
>> |og10(hopt)
ans =
-7.6010073905155251791714301102974
%A teljes hiba, mint a Iépéskdz fliggvénye
>>H = @(h) abs ((sin (pi/4 + h) - sin (pi/4))/leas (pi/4));
% log-log koordinata rendszerben

>> Hlog = @(n) log10 (H (10"n));

>> ezplot (Hlog, [-15, 0])
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-10

-5 14 13 12 11 10 8 8 ¥ & 45 4 3 2 1 O

Az abra alapjan is kdzebién a minimum helye: -7.6 = log (Iapt)!
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3. Gyakorlat

Megoldas létezése és egyértelm (isége - direkt mddszerek - nulltér

11. példa

Vizsgaljuk meg az aldbbi egyenletrendszerek megdladk |6tezését és a megoldas egyétitadget!

1. tipus
(52 -60 (260
Al"(sg —25]' kl"(325)
% 1. ese

>> Al = [52 - 60; 39 - 25];
>> bl =[260 325];

% A kibdvitett matrix
>> Alb1l = [52 - 60 260; 39 - 25 325]

Albl =52 - 60 260
39 -25325

% Ezek rangjai

>> rank (A1)
ans =2

>> rank (Albl)
ans =2

% Ezek egyefek és rank(A)=n = 2, tehat varegyeértelnii megolda®s természetesen egysidyen
>> det(Al)

ans =
1040
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% A megoldas
>> x12 = linsolve (A1, b1")

x12 = 12.5000
6.5000

% A megoldas ellefrzése
>> A1 (1:2,1)*12 (1) + A1 (1 : 2, 2)*x12 (2)

ans = 260
325

2. tipus
(52 -52 b= 260
%"(39 —39]' ‘( 195)
% 2. eset

clc; clear all

>> A2 = [52 - 52; 39 - 39];
>> b2 = [260 195]:

>> det (A2)
ans =0

%Tehat az biztos, hogyincs egyérteliti megoldas

>> rank (A2)
ans=1

% azaz az A2 matrix rang deficites, mivel A21A22
>>A21=A2(1:2,1)
A21 =52
39
>>A22=A2(1:2,2)
A22 =-52
-39

% A kibovitett matrix
>> A2b2 =[52 - 52 260; 39 - 39 195];

%vagy A2b2=[A2,b2];

rank (A2b2)
ans=1

% tehat létezik megoldas csaégtelen sokmivel

% b2 = x1 A21 + x2 A22 = (x1 - x2) A21



% tehat az "egyenletrendszer" matrixa a két nogokilonbségére

%M = | A21 - azaz M= egységmatrix * A21

>> M = [52 0; 0 39]
M =520
039

% A megoldas nyilvan dx = b21/52 = b22/39 =5
% vagy

dx = linsolve (M, b2")
dx=5
5

%Tehat x1 = x2 +5
% Azt a megoldast valasztjuk, amelynek normaja mitis

>> f=@(X2)(x2+5)"2+x2"2;
>> ezplot(f,[-5,5])

>>x2= fminsearch(f,5)
X2 =
-2.5000
>> x1=x2+5
x1 =c
2.5000

120
100
a0 -

B0 -

40 - /
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% Tovabbi leheiség, hogyelhagyjuk a redundans egyenleteknek megfsi@lokataz A2 és b2 &, %pl most
a masodikat, és alkalmazzuk a megkotéses miraélatira kapott kozvetlen eredményt
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% azaz x AT (AAT) 1b

>> A=[52,-52];b=[260];
>> x=A"*inv(A*A")*b
X =

2.5000

-2.5000

%K0bzvetlen megoldas a pszeudoinverz segitségével
>> x2=pinv(A2)*b2'
X2 =

2.5000

-2.5000

3. tipus

(123 (6
’*"(2 3 4)’ té‘(9)
% 3.eset

clc; clear all

>>A3=[123; 234
>> b3=[6 9];

>> A3b3=[1236;2349];
>> rank(A3)

ans =
2

% Valdéban, hiszen

>> A3(1:2,1)+A3(1:2,3)==2*A3(1:2,2)
ans =

1

1

% A kibovitett matrix rangja
>> rank(A3b3)
ans =
2
% azaz létezik megoldas, de nem tudjuk egyéried® Nyilvdn nem, hiszen
>> mn=size(A3)
mn =

2 3

n=mn(2)
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n=
3
%vagyis az ismeretlenek szama nagyobb, mint aznégfpik szama: alulhatarozott rendszer

rank(A3)<n
ans =
1

%Most azonban det (A3*A3") =$ 0, ezért a minimél normaju megoldas

>> x3=A3"*inv(A3*A3')*h3'
X3 =

1.0000

1.0000

1.0000

% vagy a pszeudoinverzzel

>> x3=pinv(A3)*b3'
X3 =

1.0000

1.0000

1.0000

4. tipus
1 2 5
A=[2 3| h=| 7
4 -1 2
% 4.eset

clc; clear all

>>A4=[1 2;2 3;4 -1];
>>h4=[57 2];

>> rank(A4)
ans =
2
>> A4b4=[125;237;4-12]
rank(A4b4)
ans =
3
% azaz nem létezik megoldas

%A rendszer tlulhatarozott,

>> mn= size(A4);
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>>n=mn(2)
n =

2
n==rank(A4)
ans =

1

%de a matrix rangja egy&az ismeretlenek szamaval,
% megoldasként az egyenletek hibainak négyzetdésmagimalizaljuk

>> f=@(x)norm(A4*[x(1);x(2)]-b4")

>> fminsearch(f,[1,1])
ans =
0.9424 1.8021

% Direkt megoldasi modszerek:

x4=linsolve(A4,b4")
x4 =

0.9424

1.8022

x4=A4\b4'

x4 =
0.9424
1.8022

x4=inv(A4*A4)*Ad"*b4'
x4 =

0.9424

1.8022

x4=pinv(A4)*b4'
x4 =
0.9424
1.8022
% Természetesen ez a "megoldas" nem elégiti kijpendetrendszert
norm(A4*x4-b4")

ans =
0.5398

5. tipus

w50 o) aas)

% 5. eset

clc; clear all



>> A5 = [52 - 52; 39 - 39];
>> b5 = [260 325];

>> det (A5)
ans =0

%Tehat az biztos, hogyincs egyértelith megoldas

>> rank (A5)
ans=1

% azaz mint a 2. esetnél az A5 matrix rangja deficimivel A51 = - A52
% A kibsvitett matrix
>> A5b5 = [52 - 52 260; 39 - 39 325];

rank (A5b5)
ans =2

% tehamem létezik megoldas csak a legkisebb négyzetelné&ben
% azonban most, eli@n a 4. eseit és egyeden a 2. esettel A5*A5 szingularis!

>> det(A5™*AB)
ans =

0

% A feladat azonban visszavezethat alulhatarozott esetre (3.eset)

>> A=A5*AS
A=
4225 -4225
-4225 4225
>> ph=A5"*b5'
b=
26195
-26195

% most a matrix és a lditett matrix rangja egyed)|

>> Ab=[4225 -4225 26195;-4225 4225 -26195]
Ab =

4225 -4225 26195

-4225 4225  -26195

>> rank(A)
ans =

1

>> rank(Ab)

MATLAB_GYAK2012_03.nb
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ans =
1
% azaz rank(A)<n=2

% A megoldas tehat, elhagyva a redundans egyenletet

>> AA=A(L,1:2)
AA =
4225 -4225

>> bb=h(1)
bb =
26195

>> AAINV(AA*AA")*bb
ans =

3.1000
-3.1000

% Tehat hagyomanyos értelemben nincs megotias, legkisebb négyzetek értelmében
%viszont végtelen sok megoldas varfenti ezek kozil a legkisebb normajat valasztjuk

% Ezt j0l megvilagitja a kovetkézanegoldasi lehéség:
% A rezidium - a hibak négyzetdsszege

> res=(-260 + 52*x1 - 52*x2)"2 + (-325 + 39*x1 -3@)"\2
res =
(-260+52*x1-52*x2)"2+(-325+39*x1-39*x2)"2

% Minimalizalasanak sziikséges feltétele a pardé@lis/altak eltinése, azaz

>> eql=diff(res,x1)
eql =
-52390+8450*x1-8450*x2

>> eq2=diff(res,x2)
eq2 =
52390-8450*x1+8450*x2

% De ez egy redundans linearis rendszer, amelydgielen sok megoldasa van,
% mint a 2. esetben.

% Megoldasa megkotéses minimalizalasa a megolutasajanak, ahol a megkotés
% most az egyik egyenlet:

>> A=[-8450,8450]; b=[52390]
b=
52390

>> x=A*NV(A*A)*b
X =
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-3.1000
3.1000

% Mindez egyszéibb a pszeudoinverz alkalmazasaval
>> pinv(A5)*b5'
ans =
3.1000
-3.1000

12. példa

Hatarozzuk meg az A x = 0 homogén egyenletrendsxéilistol elté megoldasat, ha van!
01000

>
Il
r OO0 o
o r
o oo o

H
O O R R
b O R

>>A=[01000;00011;01011;0000Q@ 00 1];
% A sziikséges feltétel

>> det (A)
ans=0

>>mn = size (A)
mn=55

>> rank (A)
ans =3

%A nulltér bazisvektorainak szama: cols(A) - rakk(

>>mn (1) - rank (A)
ans =2

% A bazisvektorok
>>V = null (A)
V=0.5772 0.0130
0.0000 0.0000
-0.0226  0.9997
0.5772 0.0130
-0.5772 -0.0130

>>vl1=V(1:5,1)
vl =0.5772
0.0000
- 0.0226
0.5772
-0.5772

>>v2=V(1:5,2)
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v2 =0.0130
0.0000
0.9997
0.0130

- 0.0130

% Ezek valéban megoldasok
>> A*vl
ans = 1.0 e - 015*
0.2170
-0.3331
-0.1110
0
0.1110

>> norm (ans)
ans = 4.2740 e - 016

>> norm (A*v2)
ans = 3.2056 e - 016

% természetesen ezek linearis kombinacidi is mdégok: « vl +8 v2, azaz végtelen sok megoldas van.
13. példa

Hatarozzuk meg az alabbi A matrix sajatértékerajatvektorait!

1 0 -4
A=l 0 5 4
-4 4 3

>> clear all
>> syms A lam

>>A=[10-4;054;-443]
%A sajatértékek meghatarozasa:

>> expand (det (A - eye (3)*lam))
ans = -81 + 9*lam + 9*lam”2 - lam”3

>>c=[-199-81];

>> lam = roots (c)

lam = 9.0000
-3.0000
3.0000

%Hatarozzuk meg a masodik sajatértékhez tartoZbveditort
% Ez az A2 = A - (-3) *I matrixi homogén egyemetgoldasat jelenti,azaz

>> A2 = A - eye (3)*lam (2)
A2=4.0000 O - 4.0000



0 8.0000 4.0000
-4.0000 4.0000 6.0000

>> det(A2)
ans =
0

% A bazis vektorok szama

3-rank(A2)
ans =
1

% A bazisvektor
>> v2=null(A2)

V2 =
-0.6667

0.3333
-0.6667

% Ez tehat a masodik sajatvektor. (Persze ehnrslorosa is az*v2)

% Ellertrzés
>> A*y2-(-3)*v2
ans =
1.0e-015 *
0.8882
-0.8882
-0.8882
>> norm(ans)
ans =
1.5384e-015
% A beépitett fliggvények segitségével
>> [V,D]=eig(A);
>>\V
V =
-0.6667 0.6667 -0.3333
0.3333 0.6667 0.6667

-0.6667 -0.3333 0.6667

>> D
D=

MATLAB_GYAK2012_03.nb |11
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-3.0000 0 0
0 3.0000 0
0 0 9.0000
% A sajatértékek novekwsorrendben rendezettek.
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4. Gyakorlat

Felbontasok ( LU, Cholesky, QR és SVD)

14. példa

Egy épitkezéshez 4800%omok, 5810 mkavics és 5690 rhfinomkavics sziikséges.

Harom banyabol szallitjuk az anyagot, amelyek étgtele banyanként a kdvetkez

Banya| Homok| Finomkavics| Durvakavics
% % %
1 52 30 18
2 20 50 30
3 25 20 55

Melyik banyabdl, mennyi anyagot kell szallitanié&atkezés igényének kielégitésére? Legyenek az dpfyeyak-
bl szallitott anyagmennyiségek rendeg, X, és x3 és tegyuk fel, hogy; = 0, i =1, 2, 3.

Az anyagmérleg a homokra:
4800= 0.52% +0.20 % + 0.25%

a finomkavicsra
5960 = 0.18% + 0.30% + 0.55 %

a durvakavicsra
5810= 0.30% + 0.50% + 0.20 %

Alkalmazzunk LU felbontast!

>>M =[0.52 0.2 0.25; 0.18 0.3 0.55; 0.3 0.5 0.2]
M = 0.5200 0.2000 0.2500
0.1800 0.3000 0.5500
0.3000 0.5000 0.2000
% Az also (L), fels (U) haromszdgmatrixok és permutacios matrix (P)

>> LU P] = lu (M)

L =1.0000 0 0
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0.5769  1.0000 0
0.3462  0.6000 1.0000

U =0.5200 0.2000  0.2500
0 0.3846  0.0558
0 0 0.4300

P=100
001
010

>> | *U-P*M
ans =
1.0e-016 *
0 0 0
0
-0.2776 0 0

o
o

>> norm(ans)
ans =
2.7756e-017

% Az els egyenlet L y = P b megoldasa:
% Annak érdekében, hogy a linsolve kihasznaljatemyy L als6 haromszdgmatrix

>> opts.UT=false;
>>opts.LT=true;

>> y=linsolve(L,P*b,opts)
y =
1.0e+003 *
4.8000
3.1908
2.2340

% A masodik egyenlet U x =y megoldasa

>> opts.UT=true;
>> opts.LT=false;

>> x=linsolve(U,y,opts)
X =
1.0e+003 *
3.8320
7.5427
5.1953

% Ellersrzés
>> norm(M*x-b)
ans =
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0

% Természetesen a linsolve egylépésben is megadggoldast az LU felbontast alkalmazva:

>> linsolve(M,b)
ans =
1.0e+003 *
3.8320
7.5427
5.1953

15. példa

Tekintstik az alabbi racsos tartot:

4 3

A csomopontok elmozdulasat leiré egyenletrendgzris F, ahol

1.3t -03¢ -1 0 -0.3¢ Uy 0
-035 135 0 0 035 Vi 0
A=| -1 0 135 035 0 |2.8x10° x=|uw| és F=| 70
0 0 035 135 0 Vo 50
-035 035 0 0 1.35 Us 0

Oldjuk meg az egyenletrenszert, kihasznélva, hagd matrix pozitiv definit és szimmetrikus.
>> clear all

>>A=[1.35-0.35-10 - 0.35;
-0.351.350 0 0.35;
-101.350.35 0;
000.351.35 0;

-0.350.35 0 0 1.35]

A=13500 -0.3500 -1.0000 O -0.3500

-0.3500 1.3500 0 0 0.3500

-1.0000 0 1.35000.3500 O

0 0 0.35001.3500 O
-0.3500 0.3500 0 0 1.3500

% >> A=A*2.8*1e5;
% A matrix szimmetrikus

>>norm (A - A)
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ans=0
% és pozitiv definit

>> [V D] = eig (A);
>> diag (D)
ans =
1.0e+005 *
0.5973
2.8000
3.6039
4.7600
7.1388

% azaz, létezik Cholesky-felbontasa

>> | =chol(A)

L=

614.8170 -159.3970 -455.4200 0 -159.3970
0 593.7951 -122.2519 0 122.2519
0 0 394.5213 248.4023 -146.1190
0 0 0 562.4023 64.5380
0 0 0 0 558.6870

%ellerbrzés

>> | T=L";

>> norm(LT*L-A)

ans =

6.2446e-011

% Az el egyenlet megoldasa: LTy =b

>> opts.UT=false;
>> opts.LT=true;

>> y=linsolve(LT,b)
y =
0
0
0.1774
0.0105
0.0452

% A masodik egyenlet: L x =y

>> opts.UT=true;
>> opts.LT=false;

>> x=linsolve(L,y)
X =
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1.0e-003 *
0.3929
0.0809
0.4737
0.0095
0.0809

% egy lépésben

>> x=linsolve(A,b)
X =
1.0e-003 *

0.3929

0.0809

0.4737

0.0095

0.0809

% ellerbrzés

>> norm(A*x-b)

ans =
3.3704e-014

16. példa

Adottak a sikban az alabbi nyolcsz6g koordinatai,

5 2 T T T

-2 -1 0 1 2

-2 Xi 2
x=(0.5, 1, 1, 0.5,-0.5, -1, -1, -0.5, 0.5 T
y=(1, 0.5,-05,-1, -1, -0.5, 05,1, 1T

Az alakzat transzformalt képének mért koordinatédeetkesk,
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.6.55 8
6 _
- _
- _
Yi
eee fF —
Yi
_e_
vy _
. _
5 _
.~ 6.35 —g I I I
-4 -2 0 2 4
—2.4 %1 Xj 2.4

X=(1.9, 2.4, 1.84,-0.1, -2.1, -2.4, -1.6, 0.05, 1.97
Y =(6.55, 5.59, 0.573-3.7, —6.35, —-5.65, —-0.55, 3.52, 6.55'

Hatarozzuk meg a transzformacié paramétereit!
Minder pontre 2 egyenle irhatc fel:
Xi=an Xi+ap Y +by
Vi=a1 Xi+aYi+b
i=1,..8

Az egyenletrendszer méatrixos alakja:

Mc=d
ahol

a1
Xi¥Yp 0O 0 10 a2 Xi
e a1 .
M=o 0 x v 01] la| 97|y

by

b>

>> clear all



>>x=[051105-05-1.-1.-0.50.5];
>>y=[105-05-1-1-050.511];

>>X=[1924184-0.1-2.1-24-1.60.09]1
>>Y =[6.555.590.573 - 3.7 - 6.35 - 5.65 - 03852 6.55];

MATLAB_GYAK2012_04.nb

%Megjegyzeés: a vektorok a kizbi rajzolas miatt 1-el hosszabbak, de ez nem pavar
% Az egyutthatomatrix éallitasa

>>fori=1:8

M (i, 1:6)=[X(),Y()0,0,1,0]

M(i+8,1:6)=]0,0,X(), Y (0,1

d (i) = x (i);

d(i+8)=y()

end

>> M

M =

1.9000
2.4000
1.8400
-0.1000
-2.1000
-2.4000
-1.6000
0.0500
0

O OO OO o o

>> ('

ans =
0.5000
1.0000
1.0000
0.5000
-0.5000
-1.0000
-1.0000
-0.5000
1.0000
0.5000
-0.5000
-1.0000
-1.0000

6.5500
5.5900
0.5730
-3.7000
-6.3500
-5.6500
-0.5500
3.5200
0 1.9000
0 2.4000
0 1.8400
0 -0.1000
-2.1000
-2.4000
-1.6000
0 0.0500

o O O

(el elNeNeNelelNolo)
O OO0 oo O o o

o
)
an
o
S

5.5900
0.5730
-3.7000
-6.3500
-5.6500
-0.5500
3.5200

1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

O O O O O oo o

|7
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-0.5000
0.5000
1.0000

% Ez egy tulhatarozott egyenletrendszer

>> rank(M)
ans =
6

>> rank([M,dT)
ans =
7

% Alkalmazhato6 a QR felbontas: M = Q*R

>> [Q,R]=qr(M);

>> norm(M-Q*R)
ans =
8.6926e-015

% ahol R egy fels haromszogmatrix

>> R
R =
-5.0496 -10.9388 0 0

0 7.3109 0 0
0 0 -5.0496 0.9388
0 0 0 -7.3109
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

% Q egy ortonormalt matrix

>> norm(Q*Q-eye(16))
ans =
1.1600e-015

% A jobboldal eballitasa
>> B=Q"*d";

% A megoldas

0.0020
0.0006

-0.0000
-2.8284

o

O OO OO0 O0oOOoOOoOOoOo

0.0020
-0.0006
-0.0000
2.8284

O OO OO0 O0oOOoOOoOOo o



>> opts.UT=true;
>> opts.LT=false;
>> c=linsolve(R,B)

C =
0.6750
-0.1275
-0.4070
0.2753
0.0006
0.0001

%Megoldas lehetséges még
>> c=linsolve(M,d")
C =

0.6750

-0.1275

-0.4070

0.2753

0.0006

0.0001

%vagy

>> c=inv(M*M)*M*d'
C =

0.6750

-0.1275

-0.4070

0.2753

0.0006

0.0001

% a transzformacios modell illeszkedésének széetésle
% Az eredeti nyolcszog
>> plot(x,y,'ro-")

% A targykoordinatakbdl visszatranszformalt nyoticpz
>> for i=1:9

xt())=[c(1),c([X(),Y ()] +c(5);
yt()=[c(3),c(A)[X(),Y ()] +c(6);

end

>> hold on
>> plot(xt,yt,'b*-"

MATLAB_GYAK2012_04.nb
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1581

0.5

=
m
T

17. példa

-1 0.5 1 0.5

Hatarozzuk meg a 3. gyakorlat 1.péld4janak 5.esatébered

439 Zao)

matrix pszeuddinverzét a matrix szingularis értékadrinti felbontasaval!

>> clear all
>> A5 =[52 - 52; 39 - 39]

>>[U S V] = svd (A5)

U =-0.8000 -0.6000
-0.6000 0.8000

S$S=919239 O
0 0.0000

V=-0.7071 0.7071
0.7071 0.7071

% ellerdrzés

>> norm (A5 - U*S*V")
ans =

1.4211e-014

%tovabba
>> U*U

1.4
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ans =
1.0000 0.0000
0.0000 1.0000

>> V'V

ans =

1.0000 O

0 1.0000

%Az A5 pszeudoinverze

>> invA5 = V*diag ([1/S (1, 1); 0])*U’
invA5 =

0.0062 0.0046
-0.0062 -0.0046

%A beépitett fliggvénnyel
>> pinv (A5)
ans =
0.0062 0.0046
- 0.0062 -0.0046

% Az is igaz, hogy az A5 szingularis értékei niggznek az A5*A5 matrix
% sajatértekeinek négyzetgyokeével

>> [V D] = eig (A5'*A5);

>> diag(D)
ans =
0
8450

>> sqrt (ans)
ans =
0
91.9239

% Mint azt korabban is lattuk (3.gyakorlat 13ldag az eig fliggvény a sajatértékeket nagysagrazeivekw
sorrendben adja.

18. példa

Hatarozzuk meg az alabbi A matrix sajatértékeis@gitvektorait az A matrix szingularis értékek srer
felbontaséaval!

A 3. gyakorlat 13. példajahoz képest az eltérék asayi, hogy egy adott sajatértékhez tartoz6 ha@naagyenlet
matrixanak nullterét most az SVD segitségéveljdliels.

>> clear all
>> syms A lam
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>>A=[10-4;054;-443],

>> expand (det (A - eye (3)*lam))
ans =
-81 + 9*lam + 9*lam”2 - [am”3

>>c=[-199-81];

>> |am = roots (c)

lam = 9.0000
-3.0000
3.0000

>> A2 = A - eye (3)*lam (2)

A2 =
4.0000 O - 4.0000
0 8.0000 4.0000

-4.0000 4.0000 6.0000

%A szingularis értékek szerinti felbontas
>>[U S V] = svd (A2);

>> S

S=12.0000 O 0
0 6.0000 0
0 0 0.0000

>>V

V =-0.3333 - 0.6667 - 0.6667
0.6667 - 0.6667 0.3333
0.6667 0.3333 - 0.6667

% A S -ben csak a 3. szingularis érték zérus, ezeuiltér egy bazisvektorral rendelkezik.
% ez a V-beli neki megfelélazaz 3. oszlopvektor

>>v1=V(1:3,3)

vl =-0.6667
0.3333
-0.6667

% Persze a beépitett fliggvény is ezt adta,
>> null(A2)
ans =
-0.6667
0.3333
-0.6667
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5. Gyakorlat

Ritka matrixok megoldasa - rosszulkondicionalt egy enletrendszer
19. példa

Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert

-4 4 0 0 O 1
4 -8 4 0 O 2
A= 0 4 -8 4 0|;b=(3
0O 0 4 -84 4
0 0 0O 01 5

A rendszer matrixa egy Un. sGvmatrix, amely a nitkrixok csoportjdba tartozik.

>> clear all
>>A=[-44000;4-8400;04-840;0084;00001]

A=-4 4 0 0 O
4 -8 4 0 O
0 4-8 4 0
0O 0 4-8 4
0 0 O 1

% a nem-nulla elemek szama
>> nonzero = nnz (A)
nonzero = 12

% az 6sszes elemek szama
>> total = prod (size (A))
total = 25

% a matrix driisége
>> density = nonzero/total

density = 0.4800

% ritka matrixok tarolasi formaja
>> AS=sparse(A)

AS =
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(1,1) -4
(2,1) 4
(1,2) 4
(2,2) -8
(3,2) 4
(2,3) 4
(3,3) -8
(4,3) 4
(3,4) 4
(4,4) -8
(4,5) 4
(5,5) 1

% ezzel az adatstruktaraval csak bizonyos fuggpiéképesek dolgozni
% nevezetesen mldivide (AS,b) vagy réviden A8Staz inv(AS)
>>b=[12 34 5]}

>> midivide(AS,b)
ans =
0
0.2500
1.0000
2.5000
5.0000

% vagy ami ugyanaz
>> x=AS\b
X =
0

0.2500

1.0000

2.5000

5.0000

>> x=inv(AS)*b
X =
0
0.2500
1.0000
2.5000
5.0000

% A linsolve és a pinv nemitkodik ezzel az adatstruktaraval

>> x=linsolve(AS,b)
?7?? Error using ==> linsolve
Linsolve is currently not supported for sparse ispu

>> x=pinv(AS)*b
??7? Error using ==> svd
Use svds for sparse singular values and vectors.



MATLAB_GYAK2012_05.nb |3

Error in ==> pinv at 29
[U,S,V] = svd(A,0);

20. példa

Hatarozzuk meg az egyes vizkézetaktorokban a koncentracio értékét az alabbida@ps esetén, tokéletes
keveredést ( a koncenracié azonos a reaktortéranipdntjdban) feltételezve,

Q=2
Q=3 2 L
» C,
Fy
Q, =1 Q=2
L
Q =5 Q._=3 Q,, =1
01 N 12 » i - L »
co =10 ©1 ’ L5 [Ta=11
01 44
b F Y
Q23='i
Q. =1
31 -
_ Q,=3
903—3 | c
Cyy =20

A mérlegegyenletek:

6¢c—c3=50
-3+3c =0
—C2+9¢c3=160

- -8+11lgy-2¢6=0
-3c-C+4=0

Az egyenletrendszer méatrixos alakja:

6 0 -1 0 O 50
-3 3 0 0 O 0
A=[0 -1 9 0 O | b=|160
0 -1 -8 11 -2 0
-3 -1 0 0 4 0

%Direkt megoldas beépitett fliggvénnyel
>> clear all

>>A=[60-100;-33000;0-1900;0-811-2;-3-1004]

A=6 0 -1 0 O
-3 3 0 0 O
0-1 9 0 O
0 -1 -8 11 -2
-3 -1 0 0 4

>> AS=sparse(A)

AS =
11 6
21 -3

51 -3
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(2,2) 3
(3,2) =1
(4,2) =1
(5,2) =1
(1,3) =1
(3,3) 9
(4,3) -8
(4,4) 11
(4,5) -2
(5,5) 4

%A feladatot megoldhatjuk direkt moédszerrel
>>pb =[500 160 0 0];
>> AS\b

ans = 11.5094
11.5094
19.0566
16.9983
11.5094

Jacobi médszer

Az iterdcids egyenletek:

1 50
Ci=—0C+—

6
Cr=0C

1 160
C3=—C+—

9

1 8 2
c4=—Cz+—03+—05

11 11 11

3 1
CG=—C+—0C

4 4

Matrixos alakban:

00 00
1 0 00O
1
ci+D=Alxci+bl=[{0 5 0 0 0 |ic(i)+
1 8 2
TR TR
3 1
2 2 000
Jacobi - médszer fliggvénye
function y = jacobi (Al, bl, x0, eps, nmax)
X = [x0];
x1 = Al*xX0 + bl;
i=0;
X = [X, x1];
while and (i <= nmax, norm (x1 - x0) > eps)
X0 = x1;

x1 = Al*xX0 + bl;

o oolg oolg



X = [X, x1];
i=i+1;

end

y=X

Az iteracios formula éhllitasa

% az iteracios formula x(i+1) = AlI*x(i)+bl allan@dAl és bl
% A Jacobi médszer esetén a B matrix diagonal méagielemei

>> B=diag(A)
B=

o W o

11
4

% Ennek inverze
>> Binv=1./B
Binv =
0.1667
0.3333
0.1111
0.0909
0.2500

% Ezzel az Al
>> Al=eye(5)-diag(Binv)*A
Al =
0 0 0.1667
1.0000 0 0
0 0.1111 0
0 0.0909 0.7273
0.7500 0.2500 0

% A bl vektor pedig
>> bl=diag(Binv)*b
bl =
8.3333
0
17.7778
0
0

% az indul6 vektor
>>x0=[11111];

% a megoldas

>> S=jacobi(Al,bl,x0,1e-6,100);

>> x=S(1:5,length(S))

O O O o o

o O O

088

o
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20

16

Gauss - Seidel médszer

Mint tudjuk ebben az esetben egy adgtt'® kiszamitasa esetén a rakdvetkegyenletekben a tébbi valtozo
frissitett értékével szdmolunk,

D = £ (P, % ®, W,

Xt ®D =iy (© Y, L o D D, i, @,

Az alabbi fliggvényben ezt a frissitést nem a melgfd matrix eballitdsaval oldottuk meg, elkeriilehc B
inverzének képzését (bar az egy haromszégmataxrem a sorokra vonatkozé ciklusban (j) egy egyisegekado
utasitassal (x0 = x1), amely minden (% szamitasa utan frissiti a jobboldalt.

function y = gaussseidel (Al, bl, A, b, X0, eps,axn
X = [x0];

i=0;

n = length (x0);

while and (i <= nmax, norm (A*x0 - b) > eps)
x1 = x0;

forj=1:n

x1 () = Al (j, 1 : n)*x0 + bl (j);

X0 = x1;

end

X = [X, x1];

end

y=X

>> S = gaussseidel (Al, bl, A, b, x0, 1 e - 6, £00)

>>x=S (1:5, length (S))
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x =11.5094
11.5094
19.0566
16.9983
11.5094

>> niter = length (S)
niter = 7

>> norm (A*x - b)/norm (b)
ans = 4.1509 e - 009

>> ST =S
>> plot (ST, *-")

¥ ¥
¥ ¥
¥ ¥
| |
O G

Iteraciés megoldas beépitett fliggvénnyel

%Ilteraciés megoldas beépitett figgvénnyel
>> [x,flag,relres,iter,resvec] = gmres (AS, b);

% a megoldas

>> X

x = 11.5094
11.5094
19.0566
16.9983
11.5094

% a megoldas relativ hibaja: norm(b-A*x)/norm(b)



MATLAB_GYAK2012_05.nb |9

>> relres
relres = 4.4050 e - 016

% a hibak az egyes iteracios lIépések soran: noATX6))
>> resvec

resvec = 167.6305
114.7905

34.1596

26.1821

0.0000

>> plot (resvec, ' b*-)

180 T T T T T T T

160 + .
140 + i

120 ¢ .

100 .

80 - .
B0 \ _

ml \\ ]

0r .

Most az iteracids lépések szdma csak 5.
Megjegyzés

Elsfordul, hogy az inverz matrix &hllitdsa a folyamat mifségi vizsgalata szempontjabdl is hasznos lehet, nem
csupén akkor ha tébb jobboldalra akarjuk a szatgtaégezni! Esetiinkben

>>inv (A)

ans= 0.1698 0.0063 0.0189 0O O

0.1698 0.3396 0.0189 0 0
0.0189 0.0377 0.1132 0 0
0.0600 0.0746 0.0875 0.0909 0.0455
0.1698 0.0896 0.0189 0 0.2500

tébbi reaktor koncentracidja (nincs visszacsatd)asmint az az abrabdl is latszik. llyen jelflemegallapitasok
fontos szerepet jatszanak egy halézat viselkedksérgitélése szempontjabdl!
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21. példa

Gauss - Seidel relaxacidos médszer
A GS maddszert modosithatjuk egy relaxacids téhyezezetésével,
XM= L-w)x*+wf(x)
ahol
O<w=2
Ha az eredeti séma
XL = f (%0

divergal, akkor prébalkozhatunk <1 értékkel (alulrelaxalas). Ha lassu a konvergeakkor azw > 1 valasztas
gyorsithatja az iteraciét (tulrelaxalas).

function y = gaussseidelrelax (Al, bl, A, b, x0sepmax, omega)
X = [x0];

i=0;

n = length (x0);

while and (i <= nmax, norm (A*x0 - b) > eps)

x1 = x0;

forj=1:n

x1 (j) = (1 - omega)*x0 (j) + omega*(Al (j, 1 : my® + bl (j));
X0 = x1;

end

X = [X, x1];

i=i+1;

end

y=X

Hatarozzuk meg az alabbi lineéris egyenletrendisggicios megoldasanak optimalis relaxacios téfjgezazaz
amelynél adott kezdeti feltétel é$iet hibakorlat mellett az iteraciok szama minimilis

4 -1 -1 0 1
-1 4 0 -1 0
A=l1 0 4 -1[P7|0
0 -1 -1 4 0

A=[4-1-10;-140-1;-104-1;0-1-1 4]

A=
4 -1 -1 O
-1 4 0 -1
-1 0 4 -1
0O -1 -1 4
>> b=[10 0 0]
b=

O O O



% Az iteracios formula é&llitasa: Al és bl
>> Al=eye(4)-diag(1./diag(A))*A

Al =
0 0.2500 0.2500 0
0.2500 0 0 0.2500
0.2500 0 0 0.2500

0 0.2500 0.2500 0

>> bi=diag(L./diag(A))*b

bl =
0.2500
0
0
0
% A kezd érték
x0=[1111];

% Az iteraciok szama a Jacobi modszerrel

>> S=jacobi(AlU,blU,x0,1e-6,100);
>> |length(S)
ans =

22

% Az iteraciok szama a GaussSeidel médszerrel
>> S=gaussseidel(AlU,blU,AU,bU,x0,1e-6,100);

>> |length(S)
ans =
13

MATLAB_GYAK2012_05.nb |11

%Az optimalisw relaxacios tényézmeghatarozasa erdekében definialjuk az alabbiviémg

>>niter=@(omega)length(gaussseidelrelax(AlU,blU,BU x0,1e-6,100,0mega));

%amely azv fliggvényében megadja a sziksége iteraciok sz&agoljuk fel a fliggvényt

>> ezplot(niter,[0,2])
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length{gaussseidelrelaxi AL bILLALL L [T 11,17, 1e-6,100, 6@))

100

Gl

il

40

20

1 0.5 1 1.4 2

Lathatd, hogy a minimum nem = 1-nél van, hanem valamivel nagyobb értéknél &T élirelaxaciot alkalmazva az
iteraciok szama csokkentléetdA minimum

>> omegaopt=fminsearch(niter,1)
ans =
1.0750

%Ezzel a relaxacios tényezl a konvergencia a leggyorsabb

>> niter(omegaopt)
ans =
8

22. példa

Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert:
64919121 -159018 721] (1)

A= :
L’f’o‘” ~102558961 0

%Numerikus megoldas gépi pontossaggal

A =[64919121 - 159018721; 83739041/2 - 102558961];
>>p=[10];
>> format long
>> x=A\b'
X =
1.0e+008 *
1.060183080071325
0.432817930017831

>> norm(A*x-b")
ans =
0
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% Ez helyes megoldasnainik.
%0Ildjuk meg az egyenletrendszert szimbolikusan is

>> [x y] = solve (' 64919121*x - 159018721*y ='183739041/2*x - 102558961*y = 0");
>> X

X = 205117922

y
y = 83739041

AYX; y] - b’

ans=0
0

% Bar az eredmeény teljesen mas, ez is helyesnekikbt
%Nem lenne egyértelirmegoldas?

>> det(A)
ans =
-0.967370286583900

>> rank(A)xn
ans =
1

>> rank([A;b])
ans =
2

% Mivel det(A) 0 létezik egyértelthmegoldas, de ezzel ellentmond,
%hogy rank(A¥ rank([A;b])!!! Mi torténik itt?!

% Alkalmazzunk a gépinél nagyobb precizidt:

>> digits(30);
>> Ap=vpa([64919121 -159018721; 83739041/2 -1025389
>> bp=vpa([1 0]);

>> det(Ap)
ans =
-.50000000000000

>> rank(Ap)
ans =
2

>> rank([Ap,bp)
ans =
2
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%Most mar rendben van a dolog! A viselkedés oka:

>> cond(A)
ans =
1.814453860824375e+016

% vagy

>> vpa(cond(A),30)
ans =
18144538608243752.

%A matrix kondicidszama igen nagy!
% A precizibvesztés
-log10(2”~-53*cond(A))
ans =

-0.3042

%Azaz gépi precizidval esélylink sincs a megoldasra

% Tehat ilyenkor vagy szimbolikus megoldast valaskt vagy a gépinél Iényegesen nagyobb
%preciziot!

>> x=vpa(Ap\bp")
X -

205117922.
83739041.



Numerikus Médszerek 2012 - Nemlineéris egyenletek - Palancz Béla

6. Gyakorlat

Zart és nyilt-intervallum-maodszerek, polinom gyokei , hagy preciziéju szamitas

23. példa

Egy szabadfelszincsatorna vizhozam®, az atlagos dramlasi sebestEcn csatorna szélességeés a vizma-
gassadH, egyértelnien meghatarozza. A2 sebesség viszont kapcsolatba hozhat6 a csatorbaliglés lokalis
geometriai tulajdonsagaival, nevezetesen, a csatesgséved és hidraulikai sugarava®, tovabba a csatorna
Manning-félesurlédasi tényagével n. A hidraulikai sugér viszont kifejezliet B ésH értékeivel, hiszen az nem
mas, mint a nedvesitett terlilet és a nedvesitaitdtdelének hanyadosa.
Ezeket figyelembevéve a vizhozam:
5
VS (BH)s
- 2
" B+2H):?

Hatarozzuk meg a csatornaban a vizszint magasdagatz alabbi adatok alapjan:

S=0.0002;

n=0.03;

Q=5m/s

B=20m

Definialjuk azf (H) = 0 nemlinearis egyenletet, rajzoljuk fel és oldmeg ahir-mddszera fixpont-méddszera
Wegstein médszéis aNewton modszdelhasznalasaval!

>> format long
>>S =0.0002; n=0.03; Q =5; B = 20;

>> f=@(H)sqrt(S)/n*(B*H)"(5/3)/(B+2*H)"(2/3)-Q;
>> ezplot(f,[0,2])

>> hold on

>> ezplot('0',[0,2])
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20r

15+

Har - médszer

A hur és az x tengely metszéspontja,
af-bf@
 fb)-f@

functiony = hur (f, a, b, eps, N)
¢ = (a*f (b) - b*f (a))/(f (b) - f (a));
i=1;

while and (abs (f (c)) > eps, i <= N)
if f (c)*f (@) >0

a=gc;

else

b=c;

end

i=i+1;

¢ = (a*f (b) - b*f (a))/(f (b) - f (a));
end

y=[ci];

%megoldas
>> Hsol = hur (f, 0.5, 1.5, 1e - 6, 100)

Hsol = 0.702293181030230 10.000000000000000

%ellerbrzés

>> f(Hsol(1))

ans =
-8.692188480097229e-007

%vizualis ellebrzés
>> plot([Hsol(1)],[f(Hsol(1))],'ro")



15+

10+

Newton - médszer

Az iteracios formula,

f (xi)
Xi+1 = Xj —
£ (xi)
function y = newton (f, df, x0, eps, N)
x1 = x0;
x2 = x1 - f (x1)/df (x1);
i=1;
while and (abs ((x2 - x1)/x2) > eps, i <= N)
x1 = x2;
x2 = x1 - f (x1)/df (x1);
i=i+1;
end
y=[x2,1];

% a derivalt figgvény ééllitasa

>> diff (sart (S)M*B*H)NG/3)/(B + 2:H)\(2/3) Q' H)

MATLAB_GYAK2012_06.nb |3

ans = 100/9*2/(1/2)*207(2/3)*HA(2/3)/(20 + 2*H)N@) - 80/9*27(1/2)*207(2/3)*HA(5/3)/(20 + 2*H)"(5/3)

>> df=@ (H)100/9*27(1/2)*207(2/3)*HA(2/3)/(20+2*H)X(3)-80/9*2/(1/2)*207(2/3)*HA(5/3)/(20+2*H)(5/3)

% a megoldas
>> Hsol=newton(f,df,1.,1e-6,100)
Hsol =
0.702293256258431 4.000000000000000

% ellerdrzés
>> f(Hsol(1))
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ans =
6.217248937900877e-015

Fixpont - médszer

Hozzuk az egyenletet= g () alakra,

H=

n Yo (B+2H)
Q
s s

function y = fixedMR (g, x0, eps, lam, N)
global X 'Y

xold = x0;

xnew = (1 - lam)*xold + lam*g (xold);
i=2;

X =[1,2];

Y = [x0, xnew];

while and (abs ((xnew - xold)/xnew) > eps, i <= N)
xold = xnew;

xnew = (1 - lam)*xold + lam*g (xold);
i=i+1;

X=[X,1f;

Y =[Y, xnew];

end

y = [xnew, iJ;

>> g = @(H) (n/sqrt (S)*Q)(3/5)*(B + 2*H)\(2/5)/B;
global X Y
% a megoldas HO= 1 és lam = 1 esetén
>> Hsol=fixedMR(g,1,1e-6,1,100)
Hsol =
0.702293259936448 6.000000000000000
% ellerbrzés
>> Hsol(1)-g(Hsol(1))
ans =

3.581475893632558e-009

>> plot(X,Y,'b*-"
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s
0.8
0.7
0.6

Wegstein - médszer

Az iteracios formula,

Xi—19(Xi) — 9 (Xi—1) Xi

Xi+1 =
Xj-1 = X + 9 (Xi) — 9 (Xi-1)

ahol indulaskor
X1 =0 (Xo)

function y = wegstein (g, x0, eps, N)

i=1;

x1 =g (x0);

x2 = (x0*g (x1) - g (x0)*x1)/(x0 - x1 + g (x1) - (x0));
while and (abs ((x2 - x1)/x2) > eps, i <= N)

x0 = x1;

X1 = x2;

x2 = (x0*g (x1) - g (x0)*x1)/(x0 - x1 + g (x1) - (x0));
i=i+1;

end

y = [x2,1;

>> Hsol = wegstein (g, 1, 1 e - 6, 100)

Hsol = 0.702293256255948 3.000000000000000
>> Hsol (1) - g (Hsol (1))

ans =-2.417732680726203 e - 012

% egy masik keztkrtékkel,




>> Hsol = wegstein (g, 0, 1 e - 6, 100)
Hsol = 0.702293256258606 3.000000000000000
>> Hsol (1) - g (Hsol (1))

ans = 1.706412788848866 e - 013

Megoldas a beépitett  fzero fiiggvénnyel

>> options = optimset (' Display, ' iter', ' TolFule - 6);

% egy kezdértékkel (nyilt-intervallum maédszer)
>> fzero (f, 1, options)
ans =

0.702293256258430

>> f (ans)
ans =0

%intervallum megadassal (zart-intervallum-médszer)

>> fzero (f, [0.5 1.5], options)
ans =
0.702293256258430

>> f (ans)
ans =0

% értelmezziik az itt nem kdzolt képesrgy kiirt adatokat!
%alternativ information

>> [x,fval,exitflag,output]=fzero(f,[0.5 1.5])
X =
0.702293256258430

fval =
0

exitflag =
1

output =
intervaliterations: 0
iterations: 6
funcCount: 8
algorithm: 'bisection, interpolation'
message: 'Zero found in the interval [0.5,'1.5]

% illetve

MATLAB_GYAK2012_06.nb
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>> [x,fval,exitflag,output]=fzero(f,1)
X =
0.702293256258430

fval =
0

exitflag =
1

output =
intervaliterations: 8
iterations: 5
funcCount: 21
algorithm: 'bisection, interpolation'
message: 'Zero found in the interval [0.682627]

24. példa

Az 4ltalanos gaztorvény
pv=RT

amely azonban nem hasznalhaté nagy nyomason ile&gas hdmérséklet esetén. Egy alternativenader Waals
egyenlet

(p+i)(v—b) =RT
V2

ahol az altalanos gazallandé R = 0.082054.
Az a ésb paraméterek a gaz fajtajatol fisgds, példaul az oxigén esetén=1.360 é$=0.03183.

Hatarozzuk meg a fajtérfogat értékét 700 K gs= 50 atm esetén! A ke#drtéket szamitsuk ki az altalanos
gaztdrvény alapjan! Alkalmazzunk beépitett figgwday! irjunk egy felhasznal6 barat m-fajlt!

Az fsolve alkaimazasa

function y = vanderwaals (p, T, a, b)

R = 0.082054;
f=@() (p + av*2)*(v - b) - R*T;
v0 = R*T/p;

y = fsolve (f, v0);
err = abs (f (y));
y =1y, er;

>>a =1.360; b =0.03183; p =50; T = 700;

>> vanderwaals (p, T, a, b)

Optimization terminated : first - order optimality less than options.TolFun.ans = 1.157737836806198
0.000000000001194
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Megoldas, mint polinom gytke

% a polinom egyutthatéinak meghatarozasa
>>symsabpTVvR
% a polinom (nullara rendezve és-tel beszorozva)

>> expand(vV 2*((p + a/V*2)*(v - b) - R*T))
ans =
VAZ*p-vA2*p*b+v*ra-a*b-v 2*R*T

% az egyutthatok

>> coeffs(ans,v)

ans =

[ -a*b, a, -R*T-p*Db, p]

function y = gaslaw (p, T, a, b)

R = 0.082054;

¢ = [-a*b, a, -R*T - p*b, p];

% Az egyutthatok sorrendjét meg kell forditani ateomiatt

fori=1:4
h@=c((-i);
end

gy = roots (h);

% csak a valds gyokot tekintjik
i=1;

while not (isreal (gy (i)))
i=i+1;

end

y =gy ();

>>a =1.360; b =0.03183; p =50; T = 700;
>> gaslaw(p,T,a,b)
ans =

1.157737836806174

25. példa

A NASA Wind nevezei miiholdja mindig a Fold és a Nap kdzotti 6sszékégyenesen van. A Fold és a Nap
tavolsagaR, a mihold és a Nap tavolsagaHatarozzuk meg a tthold Naptol val6 tavolsagat!
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A miiholdra hat6 dik: a Nap tdmegvonzasabdl szarmazt) arFold tdomegvonzési ereje és a Nap korili kesngé
bol keletke® centrifugalis e egyensilyban vannak:

GMsm GMgm
2 (R=r)?

2

+Mrw

G=6.67x 101! — gravitacios allandé

Ms= 1.98x 10°°kg — Nap témege

Mg =5.98x 10?*kg — Féld témege

m — amihold tdmege

R=1.49x 10" m

T = 3.15576x 10’ sec— miihold keringési ideje
és akeringés szdgsebessége

2n
w=—

-
Mivel (R — r)?igen kicsi érték, célszémbeszorozni 7(R - r)?, azaz az egyenlet
GMs(R-=1r2 - GMgr2-r*(R-12w?=0

Mivel ez egy polinomidlis egyenletravaltozéra nézve, a derivéltja is polinom, alkalmdza Newton - médszert!

Megoldas gépi preciziéval

>> clear all; clc

%adatok
>> G=6.67e-11; MS=1.98e30; MF=5.98e24; R=1.49e EB.15576€7;
>> w=2*pi/T
W =
1.991021277657232e-007

% a figgvény
>> f=@(r)G*MS*(R-1)"2-G*MF*I"\2-r"\3*(R-r)"2*(2*pi/T)"2;

% a fuggvény derivaltja

>> diff( 'G*MS*(R-n"2-G*MF*r"2-r"3*(R-r)"2*(2*pi/T )"2','r")

ans =

-2*G*MS*(R-1)-2*G*MF*r-12*"\2*(R-r)"2*pi*2/TA2+8*r "3*(R-r)*pi"2/T"2
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%tehat
>> df=@(r)-2*G*MS*(R-r)-2*G*MF*r-12*r"2*(R-r)"2*pi" 2/T"2+8*"3*(R-r)*pi"2/T"2;

% megoldas
% Eqgy redlis kezéérték: rO=R
>> rsol=newton(f,df,R,1e-10,100)
rsol =
1.0e+011 *
1.476177500961505 0.000000000150000

% ellerbrzés

>> f(rsol(1))

ans =
1.888946593147858e+023

% Ez igen nagy hiba
% Nagyobb precizidval kellene szamolni! De ehhelzedltirni az m-fajlt.

Megoldas tetszéleges precizidval

function y = newtonvpa (f, df, x0, eps, N,digit)

digits (digit);

x1 = vpa (x0);

x2 = vpa (x1 - f (x1)/df (x1));

i=1;

% bizonyos beépitett fliggvények nem engedik a gsaréalatat, igy aand sem!
% ha egy valtozé szimbolikus vagy mesterségeseateténk hozza preciziét (vpa),
% akkor a double fliggvénnyel konvertalhatjuk visgal®s valtozéra

while and (double (vpa (abs (f (x2)))) > doubledYeps)), i <= N)

x1 = vpa (x2);

x2 = vpa (x1 - f (x1)/df (x1));

i=i+1;

end

y=[x2,1];

>> digit=50;

>> rsolvpa=newtonvpa(f,df,R,1e-10,100,digit)

rsolvpa =

[ 147617750096.150461886307641713061255048767083759 17]

% ellerbrzés

>> digits(digit);

>> vpa(f(rsolvpa(l)))
ans =

-.6e-10

% Ha nagyobb pontossag kell akkor eps értékétljitkyele ekkor célszéra preciziot is ndvelni!

>>digit=100;
>> rsolvpa=newtonvpa(f,df,R,1e-13,100,digit)
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rsolvpa =

[
147617750096.150461886307641713061255048767023759881290293812328313234955960093775954
36612159964, 17]

% ellerbrzés

>> digits(digit)

>> vpa(f(rsolvpa(l)))

ans =
.1000866466507672161944131025290074426788108e-18



Numerikus Médszerek 2012 - Nemlineéris egyenletrendszerek - Palancz Béla

7. Gyakorlat

Nemlinearis egyenletrendszerek megoldasa
26. példa

Keressilk meg az aldbbi egyenletrendszer valostipggidkeit!

1
Xy-x3——=
4

x2+y2-3=0

Rajzoljuk fel az egyenleteket reprezentald goérhéket

1.3
2 tX

y:
X

illetve a kor esetén

X (t) = \/g cos(t) és y(t) = \/g sin(t)

Megjegyzés

Latni fogjuk, hogy egyszébben is el lehet végezni az abrazolast!

x = linspace (0.1, 1.8, 50);
yl = (1/4 + x."3)./x;

plot (x, y1)

t = linspace (0, pi/2, 50);
x2 = sqrt (3)*cos (t);

y2 = sqrt (3)*sin (t);

hold on

plot (x2, y2, 'r")
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Egyszetibb abrazolas - minden val6s gyokot szemlélteveli@kfiiggveény zérus szintvonalanak megjelenitése),

ezplot('x*y-x"3-0.25")
hold on
ezplot('x"2+y"2-3")

Tobbvaltozés Wegstein - médszer

Alkalmazzuk a Wegstein - modszer tébbvaltozds feamamely egy gradiens nélkili eljaras:
Az i - edik valtozo frissitéselaadik iteracids |épéshen,
x40 = (1-6) %% + i (g(x¥))
ahol
1

 (OxO)—g(x*™))

%09 x; 0D

G =

function y = wegsteinsys (g, X0, eps)
n = length (x0);
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x1 = g (x0);

while norm (x1 - x0) > eps

gx0 = g (x0);

gx1 =g (x1);

fori=1:n

c (i) = 1/(1 - (gx1 (i) - gx0 (i))/(x1 (i) - xO ();
X2 (i) = (1 - ¢ (1))*x1 (i) + c ()*gx1 (i);
end

x0 = x1;

x1 = x2"

end

y = x1;

irjuk at az egyenletrenszer, y) =g ( x, y) alakba, az elsegyenletbl x-t, a masodikbdy-t kifejezve
0.25

y—x2

[3-

g, y) =

A valos tartomanyban valé maradas érdekében alkainkeabszol(tértéket.

>>g = @(X)[0.25/(x (2) - x (1)*2); sqrt (abs (3 {X)"2))]

%Legyen a keztbrték
>>x0 =[1; 2];
>> xs = wegsteinsys (g, x0, 1 e - 15);
>> XS
xs = 0.1467
1.7258

%ellerdrzés

>> xs-g (XS)

ans = 1.0 e - 015*-0.0833
0.2220

%Rajzoljuk be a megoldast
>> plot (xs (1), xs (2), ' ro’)

% A masik zérushely kozetiertéke
>>x0=[1.1; 1.4];
>> xs = wegsteinsys (g, x0, 1 e - 15);
>> XS
xs = 1.0639

1.3668

>> xs-g (XS)
ans = 1.0 e - 011*0.0002

-0.3289
>> plot (xs (1), xs (2), ' go')
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A példa szemlélteti, hogy a nemlineéris egyenletseer megoldasanal a megféléezdiérték megvalasztasa
dont fontossagui!

Newton - Raphson - modszer

Minden k-adik iteracios lépben szilkség van eg\éliiseegyenletrendszer megoldasra:

3(x®) (xkrD — x®) = _f (x®)

function y = newtonstep (x, J, f)
A=J(x);

b =f(x);

dx = linsolve (A, -b);

y =X+ dx;

Ezzel a tobbvaltozés Newton - médszer

function y = newtonsys (f, J, X0, eps, nmax)

x1 = x0;

X2 = newtonstep (x1, J, f);

n=1,

while and (norm (x2 - x1) > eps, N <= nmax)
X1 = x2;

X2 = newtonstep (x1, J, f);

n=n+1;

end;

y = X2;

%NMost az egyenletrendszer eredeti alakja alkalntézha
f=@X)[x (1)*x (2) - x (1)"3 - 1/4; x (1)"2 + X)"2 - 3];

%Allitsuk el a Jacobi matrixot szimbolikusan
symsuvzF
F = [u*v - u"3 - 1/4; u"2 + v*2 - 3];

z=[uv];
j = jacobian (F, z)
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j=[v - 3*u"2, u]
[2*u,  2*V]

%Csinaljunk belle anonymous fliggvényt
J= @)X (2) - 3*x (1)"2, x (1); 2*x (1), 2*x (3)

% Az el$ gyok meghatarozasa
x0 =[1; 2]

>> xs = newtonsys (f, J, X0, 1 e - 10, 5)
xs = 1.0639
1.3668

>> f (xS)
ans =1.0 e - 015*0.2220
0.4441

% A masodik gyok meghatarozasa

>>x0 =[0; 2]
x0=0
2

>> xs = newtonsys (f, J, X0, 1 e - 10, 10)
xs = 0.1467
1.7258
>> f (xs)
ans =0
0

Médositsuk anewtonsydguiggvenyt, Ugy, hogy az iteracio lépéseit is szétetid tudjuk! Célszel ismét globalis
véltozdkat alkalmazni!

function y = newtonsysM (f, J, x0, eps, hmax)
global X 'Y

x1 = x0;

X2 = newtonstep (x1, J, f);

X =11, 2];

Y = [x1, x2];

n=2;

while and (norm (x2 - x1) > eps, h <= nmax)
x1 = x2;

X2 = newtonstep (x1, J, f);

n=n-+1;

X =[X, n];

Y =Y, x2];

end;

y = X2;

>>x0 = [1; 2J;

>> global X Y;

>> xs = newtonsysM (f, J, x0, 1 e - 10, 10)
xs = 1.063871320906402
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1.366813013017094

figure(2)
YT=Y"
plot(X,YT,™*-")

# # # £

12+ 8
—¥ # #

1 1 1 1 1 1 T-

1 4 5 B 7

Broyden - médszer

Ez egy Unkvazi - Newton modszeamelynél nincs szilkség a Jacobi- matrsabitasara. Kilondsen akkor
hatékony, ha a Jacobi matrix csak numerikusarhathiteb, azaz véges differencia médszerrel, analitikusan.n
A k-adik iteraci6ban a Jacobi matrixnak megf@Broyden matrix frissitése,

(A0 — B0 Ax®) (Ax<k))T

Bk+D) — gk 4

(ax®)T axt
ahol
AR = (x®0) - f (x&D)
AX® = (x®0 — xk-D)
ezzel

B&k+D (X(k+l) _ X(k)) - B(k+l)AX(k+1) =—f (X(k))

amelytsl Ax*D szamithato.

function y = broyden (f, X0, eps, nmax)
n = length (x0);

X = X0;

B = eye (n);

dx = x*0.5;

i=1;

while and (norm (dx) > eps, i < nmax)
df = f (x + dx) - f (x);
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B = B + ((df - B*dx)*dx")/(dx"*dx);
X =X+ dx;

b=f(x);

if or (cond (B) >1e3,det (B)<1le-3)
dx = pinv (B)*(-b);

else

dx = linsolve (B, -b);

end

i=i+1;

end

y=X

Lathatd, hogy az iteracios lIépésben, a linearigeiggrendszer megoldaséat a pszeuddinverz segitdéginezzik,
ha aB egyutthatomatrix kondiciészama 1000-nél nagyoblgyvha a determinansa kisebb, mint 0.001!

f= @)X (1)*x (2) - x (1)"3 - 1/4; x (1)"2 + x)"2 - 3];
x0 =[1; 2];

>> xs = broyden (f, x0, 1 e - 15, 20)
xs = 0.1467
1.7258

f (xs)
ans = 1.0 e - 016*-0.5551
0

>>x0 = [1; 1J;

xs = broyden (f, X0, 1 e - 15, 20)
xs = 1.0639
1.3668

f (xs)
ans=0
0

A Broyden-mdédszeek az inverz kiszamitdsa nélkili valtozata:

Axk+D — _ (B(k+1))—1 f (X(k))
Alkalmazva az inSherman - Morrisofiormulat, a B*D matrix inverze szélmithaté(s("))_1 alapjan, azaz
(Ax® — gk Af0) (Ax(k>)T
(Axm)T (B<krl Af0)

igy még linearis egyenletrendszert sem kell megu|dsak egy matrixszorzas kell!

B+ — g0 4 B(k))—l

function y = broydenSM(f,x0,eps,nmax)
n = length (x0);

X = X0;

Bl = eye (n);

dx = x*0.5;

i=1;

while and (norm (dx) > eps, i < nmax)
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df = f(x + dx) - f(x);

Bl = Bl +(((dx - BI*df)*dx)*BI)/(dx"*(BI*df));
X =X+ dx;

dx = -BI*f(x);

i=i+1;

end

y=Xx

Ezt alkalmazva,

>>x0 = [1; 2J;
>> xs = broydenSM (f, x0, 1 e - 15, 20)

xs = 0.1467
1.7258

>> x = broydenSM(f, x0,1e-10, 100)
X =
1.063871320903931
1.366813013017988
fsolve
Ez a beépitett fliggvény optimalizacidval, minimalja az egyenlet hibavektoranak normajat, azaz

mxin (norm(f (x)))
>>f= @)X (1)*x (2) - x ()3 - 1/4; x (1)"2 % (2)"2 - 3];
>>x0 =[1; 2];
%irassuk ki az egyes iteracios lépéseket

>> gptions = optimset (' Display, ' iter');
>> [x,fval] = fsolve (f, X0, options)

Norm of

Iteration Func - count f(x) step

0 3 4.5625

1 6 0.169758 0.606676

2 9 0.000726985 0.10712

3 12 1.30958 e - 007 0.0104454

4 15 5.08352 e - 015 0.000150647
Optimization terminated : first - order optimaliyless than options.TolFun.
x =1.0639

1.3668
fval=1.0 e - 007*
-0.6759
0.2269

% pontosabb eredményt kaphatunk a hibakorlat csuékével
>> gptions = optimset (' Display, ' iter', ' TolFul e - 10);
>> [x,fval] = fsolve (f, X0, options)
Norm of
Iteration Func - count f(x) step
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0 3 4.5625

1 6 0.169758 0.606676

2 9 0.000726985 0.10712

3 12 1.30958 e - 007 0.0104454

4 15 5.08352 e - 015 0.000150647

5 18 1.77494 e - 029 2.9537 e - 008
Optimization terminated : first - order optimaligyless than options.TolFun
x = 1.0639

1.3668

fval = 1.0 e - 014*
-0.3997
0.1332

%L athatd, hogy a pontossag novelése draga dolég, feteslegesen ne éljiink vele!
Oldjuk meg a feladatot a fenti modszerrel az udaskat script - file - ba szervezve!

%minte & zh feladatol elkészitésé

%

%Neév: Rosta Mariann

%Neptunkod: TZ8UIS

%Csoport:05

%

%011 Feladat

%0Ildjuk meg az alabbi egyenletrendszert:

%

%f1(x1,x2)=x1*x2-x1"3-1/4
%f2(x1,x2)=x1"2+x2"2-3

%

%Alkalmazzuk az fsolve beépitett fliggvényt.
%Legyen a megoldas hibakorlatja eps=1e-10.
%irassuk ki az egyes iteracios lépések adatait!
%

%Megoldas:

%

%21) Az egyenletrendszer anonymous fliggvény formaban
%

f=@(X)[X(1)*x(2)-x(1)"3-1/4; x(L)"2+x(2)"2-3];
%

%2) A kezdetiérték:

%

x0=[1,1];

%

%3) Az opciok beéllitasa

%

options=optimset('Display','iter', TolFun',1e-10);
%

%4) A fuggvény hivasa

%

display(‘Az iteracios lépések adatai:")

%

[x,fval] = fsolve (f, X0, options);
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%

%?5) A megoldas

%

display('A megoldas:")

X

%

%6) A megoldas aktualis hibaja
%

display('A megoldas hibavektora:’)
fval

%

%A script file vége

Legyen a script file neve : rosta011.m.

>> rosta011
Az iteracids lépések adatai:

Norm of First-order Trust-region

Iteration Func-count f(x) ept optimality  radius
0 3 1.0625 2.25 1
1 6 0.0327775 4201918 0.526 1
2 9 7.78869e-006 @TE68 0.00736 1.06
3 12 5.55012e-013 O0.GEB¥P1 2.13e-006 1.06
4 15 2.36962e-026 2.4869807 4.03e-013 1.06
Optimization terminated: first-order optimalityless than options.TolFun.
A megoldas:
X -

1.0639 1.3668
A megoldas hibavektora:
fval =
1.0e-012 *

-0.1452
0.0511

solve

Mivel algebrai egyenletrendszélrivan sz0, alkalmazhatjuk solvefliggvényt, amely globéalis megoldast ad, azaz
kezdsérték nélkil megadja az 6sszes megoldast! Ez dgakrai polinomokbdl allé rendszernélikddik, mivel az
eljaras numerikus Grobner bazist alkalmaz!

>> clear all
>> syms X y
>> sol = solve (' x*y - x"3 - 1/4', ' x"2 + y*2 4 &, Y)

sol = x: [6 x1 sym]
y i [6 X1 sym]
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% tehat 6 megoldasa van az egyenletrendszernek

>> for i=1:6
simplify(sol.x(i))
simplify(sol.y(i))
end

ans =
.14668682796932993359779964791651
ans =
1.7258281995900681786695777518941

ans =
1.0638713209064023525148021141852
ans =
1.3668130130170939606557897478650

ans =
.68734505876286124992287921218087e-1+1.52234073880907716118434558*i

ans =

-2.3053973639483425068215403814602+.4538798433183%2887233247000e-1*i

ans =
-.14313409902258141915585801841528
ans =
-1.7261264813729594875760327160118

ans =
-1.2048930616057231169413195861226
ans =
1.2442799966624823618937459791730

ans =
.68734505876286124992287921218087e-1-1.52234073880907716118434558*

ans =

-2.3053973639483425068215403814602-.4538798433183%2887233247000e-1%

% tehat valéban 2 valés pozitiv, egy valos negaity valds vegyes, és egy komplex konjugalt megmldk
van.
>>

27. példa

Az abran lathato robotkar pozicionalasat kell ebargink, azaz egy adott, (%) esetén
meg kell hatérozni & és¢ szogeket, amelyek ezt poziciét eredményezik.
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0.35 m 3

0.5 m 4

A P(x, y) pont koordinatai & és¢ szdgek fliggvényében:
X (6, ¢) = 0.5 cosd) + 0.35 cos{ + ¢)
y (0, ) = 0.5 sin §) + 0.35*sin § + ¢)
Hatarozzuk meg a szogek értékét ha a kivant pozicioé
Xp=-0.31
Yp= 0.53

>>xp =-0.31; yp = 0.53;

>>x = @(u, v) 0.5*cos (u) + 0.35*cos (u + v);
>>y=@(u, v) 0.5*sin (u) + 0.35*sin (u + v);

% a fliggvény, amelynek zérushelyét keressiik
>>f=@X)[x (X (1), X (2) - xp, y (X (1), X (2)- ypI;

% legyen a keztkrtek
>> X0 = [11 _1]1

% alkalmazzuk a beépitett fsolve fliggvényt
>> options = optimset('Display’, 'off', ‘'TolFung-10);
>> [X,fval] = fsolve (f, X0, options)
X =

2.7065 -1.5579
fval =

1.0e-010 *
0.2961 -0.1385

% a hiba norméja

>> norm(fval)

ans =
3.2690e-011

% az eredmény megjelenitéséhez adjuk meg a kaldpsurkjainak koordinatait,
% mint a szogek figgvényeét:



>> Xa = @(u, v)[0, 0.5*cos (u), x (u, V)[;
>>Ya = @(u, V)[0, 0.5*sin (u), y (u, V)]’;

%esetlinkben
>> xa=Xa (X (1), X (2))
xa=0
- 0.4534
- 0.3100
>>ya=Ya (X (1), X (2))
ya=0
0.2107
0.5300

% rajzoljuk fel a manipulatort
>> plot (xa, ya, ' ro - ")

% Nézzik meg van-e masik megoldas is?
% egy masik keztpont
>> X0 =[-1, 1];
>> [X,fval,exitflag,output] = fsolve (f, X0, optim®);
>> X
X =
1.4936 1.5579
>> fval
fval =
0 O

% az iteraciok szama
>> output.iterations
ans =

10

% a sziikséges flggvénykiértékelések szama
>> output.funcCount

ans =
31

% rajzoljuk fel ennek a megoldasnak megfef@bziciot is

>> xa = Xa (X (1), X (2))

xa=0
0.0386
- 0.3100
>>ya=Ya (X (1), X (2)
ya=0
0.4985
0.5300
>> hold on

>> plot (xa, ya, ' bo - )
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0.7 - - . . . .
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0.1 0.2

28. példa
Hatarozzuk meg az alabbiitsildzat céveiben a térfogataramokat, ha azok az egyes csamuipkézott az alabbi

Osszefliggéssel szamithatok:
Qij =bij /P —pj

ahol i és j a szomszédos csomoépontok sorszanmiabbaQ;; az i-Bl a j-be iranyuld térfogataram,
bij a c¥szakasz ellenallastényige ésp; a nyomas értéke az i-edik csomoépontban.

Az iteracio soran a komplex értékek elkeriilése tmigiszeii a
Qij =bi;j sign(pi — pj) v/ [pi — pj]
alakot alkalmazni. Feltessziik, hogy b by; .

A megmaradasi egyenletek az egyes csomépontokra:

F1(P1, P2, P3) = Q01— Q12— Q13
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F2(P1, P2, P3, Pa) = Q12— Q24— Q23
F3(P1, P2, P3, Pa) = Q13— Q34+ Q23
Fd3 (P2, P3, Pa) = Q24+ Q34— Qa5

Adott a belép és kilé® csonkoknal a nyomas:

po =500

p1=0.

valamint az ellendllastényéz értékei:

bo1=10.3;

b; ,=0.1;

b;3=0.1;
b, 4=0.2;
by3=0.2;
b3 4=0.1;
by5=0.2;

Hatarozzuk meg, hogy a 2 és 3 pontok kdzott milyeemyld az aramlas?!
(feltételezésiink szerint,Q@>0). Ehhez ki kell szdmolni a csomodpontokban anmy&okat!

A nyomasok kezdeti értékeit vegyuk fel linearisazaz p:%’ , P2 = % ps = %, p4:%.

Mivel a rendszer most elég sok egyentétill anonymous fliggvény helyett m-fjlt irunk:

function f = pipenetwork (p)

b01 =0.3; b13 =0.1; b12 = 0.1; b24 = 0.2; b232; B34 = 0.1; b45 = 0.2;
p0 = 500; p5 = 0;

f (1) = b01*sign (pO - p (1))*sqrt (abs (pO - p Y1) ...

b12*sign (p (1) - p (2))*sqrt (abs (p (1) - p (2))-

b13*sign (p (1) - p (3))*sqrt (abs (p (1) - p (3)))

f(2) = b12*sign (p (1) - p (2))*sqrt (abs (p (1p+2))) - ...
b24*sign (p (2) - p (4))*sqrt (abs (p (2) - p (4)))-
b23*sign (p (2) - p (3))*sqrt (abs (p (2) - p (3)))

f(3) = b13*sign (p (1) - p (3))*sqrt (abs (p (1p<3))) - ...
b34*sign (p (3) - p (4))*sqrt (abs (p (3) - p (49)-.
b23*sign (p (2) - p (3))*sqrt (abs (p (2) - p (3)))

f (4) = b24*sign (p (2) - p (4))*sqrt (abs (p (2p+4))) - ...
b45*sign (p (4) - p5)*sqrt (abs (p (4) - p5)) + ...
b34*sign (p (3) - p (4))*sqrt (abs (p (3) - p (4)))

f=f

% a kezdeti értékek
>> x0 = [1/2 1/3 1/4 1/5]*500
x0 = 250.0000 166.6667 125.0000 100.0000

%alkalmazzuk a Broyden-modszert
>> x = broyden (@pipenetwork, x0', 1 e - 10, 100)

X =423.1898
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248.2191
252.5010
172.8230

>> norm (pipenetwork (X))
ans = 1.4839 e - 012

% azaz az aramlas 3-as pontbdl a 2-es felé t&rtiiszen p3 > p2!
% vagyis Q23 < 0, mert rosszul vettik fel az irdnya

% a beépitett fliggvénnyel
>> [x,fval]=fsolve(@pipenetwork,x0)
Optimization terminated: first-order optimalityless than options.TolFun.
X =
423.1898 248.2191 252.5010 172.8230

fval =
1.0e-006 *

-0.0059
-0.1371

0.1378
-0.0006

>> norm(fval)
ans =
1.9443e-007
% Melyik a gyorsabb modszer azonos hibakorlat eSeté
>> options = optimset('Display’, 'off', "'TolFutg-10);
>> tic;x=broyden(@pipenetwork,x0',1e-10,100);toc
Elapsed time is 0.021154 seconds.
>> tic;[x,fval]=fsolve(@pipenetwork,x0',options){o

Elapsed time is 0.113290 seconds.

MegjegyzésA kezdeti értékek felvétele atiszaki problémak esetén gyakorta nem nehéz, mive€mok
altalaban tudja "riiszaki has", tapasztalat és szaktudas alapjan,mdgsn eredmény varhato!

29. példa

Adott az aldbbi ridszerkezet fesziltségmentes atlyz
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1!

ahol A,  az i— edik rud keresztmetszete és rugalmassagi modulzsza

Ha a ridak deformécioja nem hanyagolhato el azregyg egyenletekben sem, akkor a kézds csomépdorize
dulasara az alabbi egyenletrendszer irhat6 fel:

A ridak megvaltozott hossza:

Sl= \/(a+ X)? + (C+y)?

S2= \/(b— X)? + (C+Y)?
A radek :

F1=(Sl— \ &+ b? )ElAl
F2=(82— \ b2+ )E2A2

Az egyensulyi egyenletek :

a+x b-x
f1,y) =F1— -F2—— + Px=0
S1 S2

c+y c+
foix,y)=-F1— -F2
S1

y +Py, =0
Sz
Hatarozzuk meg az alsé csomopont elmozdulasay ba ¥ =0 és B = 100 kN.
A szerkezet adatai:

a=1m;

b=15m;

c=12m;

Ep=2x10"kN/m?

E, =0.5x10"kN/m?

A, =0.00001 M

A, =0.00002 M

function y = bar (X)

globalab c E1 E2 A1 A2 Px Py;
x=X(1),y=X(2);

S1 =sqgrt ((a + X)*2 + (c + y)"2);
S2 =sqrt ((b - x)*2 + (c + y)"2);

F1 =(S1 - sqrt (a"2 + b"2))*A1*E1;
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F2 = (S2 - sqrt (b2 + c"2))*A2*E2;

f (1) = F1*(a + x)/S1 - F2*(b - X)/S2 + PX;
f (2) = -F1*(c + y)/S1 - F2*(c + y)/S2 + Py;
y = f*; %transzponélt

>>globalab c E1 E2 A1 A2 Px Py;
>>a=1;b=15;c=12;E1=2¢e7; E2=05AT=1e-5; A2 = 2*Al;
>>Px=0; Py=1e2;

>> format long

>> [x,fval] = fsolve (@bar, [0, 0])
Optimization terminated : first - order optimaliyless than options.TolFun.

X =
-0.009364151198698 0.700508379200921

fval=1.0e-013*
-0.284217094304040 0.142108547152020

%Neézzik meg a Broyden-moédszer alkalmazasavalnséésik az idket!

>> tic;[x,fval] = fsolve(@bar, [0, 0]);toc
Optimization terminated: first-order optimalityless than options.TolFun.
Elapsed time is 0.014331 seconds.
>> X
X =
-0.009364151198698
0.700508379200921

>> fval

fval =
1.0e-013 *
-0.284217094304040
0.142108547152020

% A Broyden érzékenyebb a kézdtékre!

>> tic;xs =broyden(@bar,[0.1;0.1],1e-14,500);toc
Elapsed time is 0.006181 seconds.
>> XS
XS =
-0.009364151198697
0.700508379200921

>> bar(xs)

ans =
1.0e-013 *
0.675015598972095
-0.284217094304040

% Inverz nélkiili Broyden



>> tic;xs =broydenSM(@bar,[0.1;0.1],1e-14,500);to
Elapsed time is 0.005066 seconds.
>> XS
XS =

-0.009364151198699

0.700508379200921

>> bar(xs)

ans =
1.0e-012 *
-0.113686837721616
0.056843418860808
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Palancz Béla - Numerikus Médszerek - 2012 - 4. Optimalizalas

8. Gyakorlat
m | okalis optimum megkotés nélkil
= 30. példa
Keressiik meg az aldbbi fliggvény egy lokalis minirauittetve maximumat.
f (X) = x cos (X)
az xe [0, 8] intervallumban.
Newton - médszer

>> clear all; clc
>> f = @(X) x*cos (X);

>> ezplot (f, [0, 8])

X €0s(X)
5 L -
0 L i
5L 4
-101t 4
0 2 4 6 8 10
X
Most az iteracidés formula,
fr(x)
Xis1 =X — —
£ (X))

%allitsuk eb az el$ és masodik derivaltakat
>> diff (" x*cos (x)")
ans =

€Oos (X) - x*sin (x)

% a masodik derivalt
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>> diff (' x*cos (x)', 2)
ans =
-2*sin (X) - x*cos (X)

% a megfeld fliggvények
>>F = @(x) cos (X) - x*sin (x);
>> dF = @(X) - 2*sin (x) - x*cos (X);

%alkalmazzuk a Newton modszert az F(x) = 0 egyankgoldasara
% 6. gyak. 23 példa

>> xsol = newton (F, dF, 3,1 e - 6, 10)
xsol =
3.425618459481985  4.000000000000000

%rajzoljuk fel a megoldast
>> hold on
>> plot (xsol (1), f (xsol (1)), ' ro")

% hatarozzuk meg a maximumot
>> xsol = newton (F, dF, 6, 1 e - 6, 10)
xsol =
6.437298179171948 4.000000000000000

>> plot (xsol (1), f (xsol (1)), ' go')

% mindezek beépitett fliggvénnyel
>> fsolve (F, 3)
Optimization terminated : first - order optimalityless than options.TolFun.
ans =
3.425618459482001

>> fsolve (F, 6)
Optimization terminated : first - order optimalityless than options.TolFun.
ans =
6.437298179171949
Gradiens - modszer
A szamitas elvégzése gyorsithatd, ha a masodiké&diexti nem kell kiszamitatni minden 1épésnél, azaz
X1 =Xk — a ' (Xi)

ahol most legyen &llandg,

f" (Xo)

% keressiik a minimumot x0 = 3
>> alfa = 1/dF (3);

>>g = @(u) u - alfa*F (u)

g =

@(u) u - alfa*F (u)

>>i:1;



MATLAB_GYAK2012_08.nb |3

>>x(1)=3;

>> nmax = 15;

>> while and (abs (f (x (i))) > 1 e - 6, i < nmax)
x(i+1)=g(x(@);

i=i+1;

end

% az eredmény: az iteracio lépéseinek x koordinatai
>> '

ans = 3.000000000000000
3.525852146878046
3.379011336322909
3.444949109028904
3.417136314477693
3.429256808336883
3.424042010355576
3.426298582864544
3.425324487087243
3.425745422078296
3.425563607008830
3.425642154189161
3.425608223377631
3.425622881350543
3.425616549266612
3.425608344243065
3.425613576138620
3.425616101948963
3.425617321335818
3.425617910019295

% &brazoljuk az iteracid alakulasat a fliggvenyjgraf
figure(2)
plot(x','r*-"

3.7

3.6t ]
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Tuallendulést tapasztalunk, tehat lehetett vatréxtéke kisebb, pl.

B
o =
f" (xo)

aholg<1

Intervallum - médszer (aranymetszés)

function y = golden (f, a, b, r, Tolx, Tolf) %rekiiv verzid

h=b-a;
c=a+ (1-rn)*h; % r afelosztas paramétere: alfytelosztas esetén: 2/3
d =a+ r*h;
fc =1 (c);
fd = f (d);
if (abs (h) < Tolx || abs (fc - fd) < Tolf) % leatli feltételeknél: o ||
if fc <=fd
y=¢
else
y=d;
end
else
if fc < fd
y = golden (f, a, d, r, Tolx, Tolf);
else
y = golden (f, c, b, r, Tolx, Tolf);
end
end

% az intervallum
xa=2; xb=5;

% az aranymetszés arany
m=0.618;

xsol = golden (f, xa, xb, m, 1 e -6,1 e - 6)
xsol =
3.425682085397058

Médositsuk ayoldenfliggvényt Ugy, hogy az iteraciok szamat is megkidpj

function y = golden (f, a, b, r, Tolx, Tolf)

global iter;
iter = iter + 1;
h=b-a;
c=a+(1-r*h;
d=a+r*h;
fc =1 (c);
fd = f (d);
if (abs (h) < Tolx || abs (fc - fd) < Tolf)
if fc <=fd
y=¢g
else
y=d;

end



else
if fc < fd
y = golden (f, a, d, r, Tolx, Tolf);
else
y = golden (f, ¢, b, r, Tolx, Tolf);
end
end
>>global iter

% Nézzilk meg az aranymetszés arany esetén
>> jter = 0;

>> xsol = golden (f, xa, xb, 0.618, 1 e - 6, 16) -
xsol = 3.425682085397058

>> jter
iter =16

% ha a felosztas 1/3 - 2/3 azaz

>> jter = 0;

>> xsol = golden (f, xa, xb, 2/3,1e -6, 1 e - 6)
xsol = 3.425969874298517

>> jter
iter =18
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% kevesebb iteracio kell az arnymetszés esetéralasiivel pontosabb eredményt is kapunk , hiszen

f(3.425682085397058) < f(3.425969874298517)

ans =
1

Hatarozzuk meg a flggvény globalis minimumat @ [410] intervallumban!

X €0S(X)

Alkalmazzunk genetikus algoritmust!

>> xmin = ga (f, 1)

Optimization terminated : stall generations limiteeded.xmin = -0.8570

>> f (xmin)

|5
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ans = -0.5611

>> options = gaoptimset(‘Generations’, 1000, ‘PapioinSize’, 200);
>> ga(f,1,options)
Optimization terminated: stall generations limitegded.
ans =
9.5297

% javitjuk az eredmény lokalis médszerrel

fminsearch(f,ans)
ans =
9.5294

%Ez jobb

>> (9.5294)<f(9.5297)
ans =
1

= 31. példa
Hatarozzuk meg az alabbi figgvény lokalis minimuamkxy =[-2,1.5]x[-2.5. 0.5] intervallumban!
FO, Y =x*+3xy+5y +x+y
% abrazoljuk szintvonalas abran a minimum kérny&zetponttal definialva”

f=@(, y) x4 + 3*(x."2).*y + 5*y. "2 + X +y;

>>0p Létrehozunk egy x- y racsot a figgveényértékekk€5 felbontassal
>> [X Y]=meshgrid(-2:0.05:1.5,-2.5:0.05:0.5);
>>z=f(X,Y);

>>0p a szintvonalak
>>[C, h] = contour (XY, 2);

>> 0 az értékek
>>clabel (C, h)
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Newton-médszer

Alkalmazzuk a Newton moédszert most tobbvaltozésrese

1
f e ~ F () + V)T (e — Xi) + 5 Kkt = X)T H (k) (Xce1 = Xi)

azaz

1
Af = VT (x0T Ax + 3 AXT H (x) AX

ahol Yf(x) azf(x) figgvény gradiens-vektora ésa Hesse-matrixaz f(x) fliggvény masodik parcidlis derivalt-

jainak a matrixa

0

d Xy

i

0%y

(

(

af (x)
0%y

of (X)

d Xn

)

)

0

d Xn

i

d Xn

(

(

of (x)

dXyq

of (X)

d Xn

)

)

A minimum szlikséges feltétele alapjan, azegz= f (xk.1) - f (Xk) -t derivalvaAx = x.1- Xk Szerint, a derivalt

Zérus,

azaz

function y = gradmulti (f, X0, grad, hesse, epsarn

x1 = x0;

A = hesse (x1);

b = hesse (x1)*x1 - grad (x1);
x2 = linsolve (A, b);

i=1;

while and (norm (x1 - x2) > eps, | < nmax)

x1 = x2;

0=Vf ()" + H (x) Ax

H (X)) Xk+1 = H (%) X — grad(f (xy))
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A = hesse (x1);

b = hesse (x1)*x1 - grad (x1);
x2 = linsolve (A, b);

i=i+1;

end

y = X2;

% A gradiens és a Hesse matrigalitasa
>> syms X y

% a parcialis derivaltak

>> dfx = diff (f (x, y), X)
dfx =

A*XN3 + 6%ty + 1
>> dfy = diff (f (x, y), y)
dfy =

3*xA2 + 10*y + 1

%ezekkel a gradiens vektor
>> grad = @(X, Y)[4*X"\3 + 6*x*y + 1, 3*x"2 + 10*y 4];

% A masodik parcialis derivaltak
>> dfxx = diff (dfx, x)
dfxx =

12*x"2 + 6*y
>> dfxy = diff (dfx, y)
dfxy =

6*X

>> dfyy = diff (dfy, y)
dfyy =

10
% ezekkel a Hesse métrix

>> hesse = @(X, Y)[12*x"2 + 6%y, 6*x; 6*X, 10];

% gradmulti az altalanositas miatt vektorvaltozdkloszlopvektorokkal) dolgozik
%ezért Ujra definialjuk amit Gjra kell definialni

>>F=@(u)f(u(l),u()

>>G = @(u) grad (u (1), u (2))}

>>H = @(u) hesse (u (1), u (2));
%Legyen az &bra alapjan az indul6érték

>>u0=[0.72; -2] ;



% a megoldas
>> usol=gradmulti(F,u0,G,H,1e-6,100)

usol =

-0.886324206645524
-0.335671179785745

% rajzoljuk be az abraba

>> hold on
>> plot(usol(1),usol(2),'ro")

0.5 - . . .

' =
N
al © ]
o
O5¢ 8
1L i
15} 10 -
A%
2t 75 -
40 BB Q/_/_ZD\
25 1 A ﬁmﬁ"&. | =
-2 -1.5 -1 0.5 0 0.5 1

1.4

Médositsuk aradmulti- t, gy hogy kiadja az iteracios l1épések koordiiht

function y = gradmulti (f, X0, grad, hesse, epsarn
global X'Y;

X =[x0 (1)];

Y =[x0 (2)];

x1 = x0;

A = hesse (x1);

b = hesse (x1)*x1 - grad (x1);

x2 = linsolve (A, b);

i=1;

while and (norm (x1 - x2) > eps, i < nmax)
x1 = x2;

A = hesse (x1);

b = hesse (x1)*x1 - grad (x1);

x2 = linsolve (A, b);

i=i+1;

X =[X, x2 )],

Y=Y, x2 (2)];

end

y = X2;
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>>clear XY
>> global X Y;
>> usol = gradmulti (F, u0, G, H, 1 e - 6, 100)

usol = -0.886324206645524
-0.335671179785745

>> plot (X', Y', ' b*-")

-2 -1.5 -1 0.5 1 0.5 1 1.4

Szimplex médszer - beépitett fminsearch

>> usol = fminsearch (F, u0, optimset (' TolX', 1&8))
usol = -0.886324212383607
-0.335671183568364

= 32. példa

Pers

nak minimalis értéke nem lehet kisebb, mint egtikkrs minimum!

Szennyviz betaplilis

Folyd aramlasi irinya

A vizben oldott oxigén
koncentracidja

Az abra a koncentracio6 valtozasat mutatja a saairgnyag tartozkodasi idejének fliggvényében. A tatidasi
id6 -elhagyagolhaté diffuzié mellett- aranyos a b&tEystdl mért tavolsaggal. Az aranyossagi tétyefolyo
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atlagos lineéris sebessége az adott szakaszon,
ct)=cs— & (e—kat _ e—(kd+ks)t) _ ib (1 _ e—kat)
Kg + ks — Ka Ka
ahol
¢ — oldott oxigén koncentracié, mg/L, fitggaltoz6
cs— atelitési koncentracio, 10 mg

t — tartézkodasi id, nap, figgetlen valtoz6

L, — BOD (biochemical oxigen demand) biokémiai oxigény a betaplalasnal, 50 mg/L
kq — BOD lebomlasi sebesség, 0.1 1/nap

ks — BOD killlepedési sebessége, 0.05 1/nap

ks — atlevegzési sebessége, 0.6 1/nap

Sy, — kitilepedési oxigénigény 1 mg/L/nap

clear all; clc

cs=10; kd =0.1; ka=0.6; ks = 0.05; Lo = 50;=Sh;
Cc = @(t) cs - kd*Lo/(kd + ks - ka)*(exp (-ka*t) xp (-(kd + ks)*t)) - Sb/ka*(1 - exp (-ka*t));
ezplot (c, [0, 25])

cs-...-3bfka [1-expl-ka t))

Newton - médszer

>> syms t
>> df = diff (c (1), t)
df =

-23/3*exp (-3/5*) + 5/3*exp (-3/20*t)
>> ddf = diff (c (1), t, 2)
ddf =
23/5%exp (-3/5*) - 1/4*exp (-3/20*t)

>> F = @(t) - 23/3*exp (-3/5*t) + 5/3*exp (-3/20*)
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>> dF = @(t) 23/5*exp (-3/5*t) - 1/4*exp (-3/20*t)

>> cmin = newton (F, dF, 4, 1 e - 6, 20)
cmin =
3.391236229988999 5.000000000000000

Beépitett fzero fliggvénnyel
Most azfsolvehelyett alkalmazzuk azerofliggvényt:
>> cmin = fzero (F, 4)

cmin =
3.391236229988999

Aranymetszés

>> global iter
>> jter = 0;
>> cmin = golden (c, 0, 4, 0.618,1e-6,1e-8)
cmin =
3.391228414375473

>> jter
iter =19

MegjegyzésAltalaban egy feladat megoldasat igyekezzink félebmadon is éallitani!

= 33. példa

Tekintsuk az alabbi kerékparvaz haromcsuklos ténblefinialt modelljét:

w

A szerkezet potencialis energiaja:

2L

EA /w2 EA(h
ki
L

2
V(X y)= T E) y2 - Fx cos(¢) — Fy sin(¢)

ahol

E — rugalmasséagi modulusz, 2811 Pa
A — keresztmetszeti tertilet, 0.0001 m2

w — fesztav, 0.44 m
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L —hossz, 0.56 m
h — vdzmagassag, 0.52 m
F — terhelés, 5xT0N

¢ — pozicié, 0 % <90° legyeng = 30
Hatarozzuk meg a csuklé elmozdulasat (x, y)!
Simplex médszer - Nelder- Mead
>>E=2el11; A=0.0001; w=0.44; L =0.56; h.82) F =5 e4; fi=30;

>>V = @(x) E*A/LXWI2/L)A2*x (1)A2 + E*AIL*(h/LYA2*x (2)*2 - F*x (1)*cos (fi*pi/180) - ...
F*x (2)*sin (fi*pi/180);

% a kezd iteracios érték legyen x=[0 0]
>> fminsearch (V, [0, 0], optimset (' Display'téi, ' TolFun', 1 e - 8))

Iteration Func - count min f (x) Procedure
0 1 0

1 3 - 10.4808 initsamplex
2 5 -20.5074 expand

3 7 - 37.1926 expand

4 9 - 54.8522 expand

5 11 - 83.6357 expand

6 12 - 83.6357 reflect

32 63 -90.1153 contriastide
33 65 -90.1153 contrastide
34 67 -90.1153 contriastide
35 69 -90.1153 contrastide
36 71 -90.1153 contraatside
41 81 -90.1153 contriastide

Optimization terminated : the current x satisfies termination criteria using
OPTIONS.TolX of 1.000000 e - 004

and F (X) satisfies the convergence criteria using

OPTIONS.TolFun of 1.000000 e - 008

ans =
0.003927868944563 0.00040591122227

Newton - modszer -beépitett: fminunc

>> xsol = fminunc (V, [0, 0])

Warning : Gradient must be provided for trust Hoegmethod;

using line - search method instead.

> |n fminunc at 281

Optimization terminated : relative infinity - norofi gradient less than options.TolFun.
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xsol =
0.003927882975903 0.000405909709162



Palancz Béla - Numerikus Mddszerek - 2012 - 5. Interpoléci6 - Regresszid

10. Gyakorlat

Lokalis, globalis és spline interpolacio egy és két valtoz6 esetén, szabalyos és szabalytalan
eloszlasu pontokon.

39. példa

Adottak alabbidatpontokx, y) koordinatai:

x=(1, 2.7, 3.2, 4.8, 5% y=(14.2,17.8 ,22 ,38.3, 51.7).
Alkalmazzunk linearis és polinomialis interpolacé& allitsuk € a két interpolacids eljaras kozotti eltérés fiig-
gvényét a x[1, 5.6] tartomanyban.

>>xm=[12.7 3.2 4.85.6];
>>ym =[14.2 17.8 22 38.3 51.7];

% az adatok vizualizacidja
>> plot(xm,ym,'ro’);

% a linearis interpolacié beépitett fliggvénnyel
>> yL =@ (x)linterp(xm,ym,Xx);

>> hold on

>> ezplot(yL,[1,5.6]);

linterp(xm yrm x)

>>% A polinomialis interpolacié meghatarozasa "ggdlmaddszerrel
>>A egyutthatok meghatarozaséara szolgalo line@ysmetrendszer matrixanak
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>>0 eballitasa oszloponként

>> n=length(xm);

>> M(1:5,1)=0nes(size(xm));

>> for j=2:5

M(1:n,j)=xm.~(-1);

end

>> M

M =
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
1.0000 2.7000 7.2900 19.6830 53.1441
1.0000 3.2000 10.2400 32.7680 104.8576
1.0000 4.8000 23.0400 110.5920 530.8416
1.0000 5.6000 31.3600 175.6160 983.4496

%Mint tudjuk ez egy Vandermonde tipust matrix, amel> 6 - 8 eesetén rosszul-kondicionalt!
% mar most is (n=5) meglelésen nagy a kondicidszama:
>> cond(M)
ans =
6.1948e+004

%Az egyutthatok meghatarozasa
>> c=linsolve(M,ym")
C -

34.9600

-36.1836

18.6885

-3.5208

0.2558

% Az interpolacids fliggvény anonymous fliggvénye
>> yP=@(X)[1 x X2 X3 x"4]*c;

>> ezplot(yP,[1,5.6]);

[ ,}{,}{2,}{3,}{4] C

% Az eltérés fliggvény
>> d=@(X)yP(x)-yL(x)
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d=
@(X)yP(x)-yL(x)

>> figure(2)

>> ezplot(d,[1,5.6])

% Az egyutthatok meghatarozasa beépitett fliggvéoigsgével
>> p = polyfit (xm, ym, n-1)

p = 0.2558 - 3.5208 18.6885 - 36.1836 34.9600

% ezzel a megfelélanonymous fliggvény

>>y=@(x)polyval(p, x)
40. példa

Tekintsik az alabtiiggvény kozelitését[-1, 1] intervallumban, 4 illetve 10 bélesztépont esetén.

f(x)=

1+8x2

%Az eredeti fliggvény
>>f= @(x) 1/(1 + 8*x"2);

% A pontok koordinatai 4 belpont esetén
>>d = 2/5;

>>fori=1:6

xm4 (i) = -1 + (i - 1)*d;

ym4 (i) = f (xm1 (i));

end;

% a polinomialis interpolacio
>>n = length (xm4) ;
>> p4 = @(x) polyval (polyfit (xm4, ym4, n-1), x);

%abrazolas
>> plot (xm4, ym4, ' rd");
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>> hold on
>> ezplot (f, [-1, 1]);
>> ezplot (p4, [-1, 1]);

polyval(palyfitiem, ymg n-1) )

X

% A hiba jelents, talan tobb betspont segit csokkenteni a hibat?!
% ismételjik meg az &bbieket 10 bels pontra!
>>d = 2/11;

>>fori=1:12

xm10(i)=-1 +(i -1)*d;

ym210(i)= f(xm210(i));

end

>> n=length(xm10);

>> pl0=@ (X)polyval(polyfit(xm10, ym10, n-1),x);
>> figure(2)

>> plot (xm4, ym4, 'rd");

>> hold on

>> ezplot (f, [-1, 1]);

>> ezplot (p10, [-1, 1]);
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polyval(palyfitiem, 5 ym, 010,

Valdban jobb a kézelités az intervallumon belililadaak szélein "hullamzas" [ép f&linge-jelenség
mivel n =11!

A probléma egyik megoldasa- ha az alappontokatdietgesen felvehetjik -@sebisev- osztépontalkkalmazésa:
2N+1- 2k

Xk = cos(
2(N+1)

n], k=0, 1, ..., N

ahol a belé pontok szdma N -1, tovdbba

Xo=-1 és x=1

% esetiinkben a Csebisev pontok
>>fori=1:12

xmes (i) = cos ((2*11 + 1 - 2*(i - 1))/(2*12)*pi);
ymcs (i) = f (xmcs (i));

end

>>n = length (xmcs)

n=12

%a megfeldl interpolacios polinom
>> pcs = @(x) polyval (polyfit (xmcs, ymcs, n - X);

% é&brazoljuk

>> figure (3)

>> plot (xmcs, ymcs, ' rd");
>> hold on

>> ezplot (f, [-1, 1]);

>> ezplot (pcs, [-1, 1]);
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polyval(polyfitixmes ymes n-1] 3

X

Gyakran azonban az adatpontok helye adottsag, igls@ié esetén. Ekkor mas interpolaciés modszeatrafizunk,
amely kicsit lokalis és egy kicsit globalis is:
Spline interpolacié

%beépitett flggvényt alkalmazva
>> sp = @(x) spline (xm10, ym10, x);

>> figure (4)

>> plot (xm4, ym4, ' rd");
>> hold on

>> ezplot (f, [-1, 1]);

>> ezplot (sp, [-1, 1]);

spline(xrn, 5.ym, 5.%)

X

% igen jo kozelitést ad - az sem tudjuk melyik gonfelyik?!
>> sp (0)
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ans = 0.9888

>> f (0)
ans=1

41. példa

A spline interpol&cio jol alkalmazhato olyan gdtlEsetében is, amelyeknél a fliggveny agodrtéknél nem egy,
hanem tébb kulonbdzy; értéket vesz fel, pl. egy kérvonal. Mint tudjukeh esetekben a gorbe paraméteres alakjat
alkalmazzunk. Alkalmazzunk spline interpoléciot egpjralis gorbe kozelitésére, annak ismert diszgofitjai
alapjan!

% a spiralis paraméteres egyenletei -(ponttal ddfia, azaz vektoros formaban)
>> xa=@(t)t.*cos(t);
>> ya=@(t)t.*sin(t);

% legyen a pontok szdma: n = 8
>> n:8;

% lépéskoz a paraméterben 3 korilfordulést tekintve
>> dt=3*pi/(n-1);

%a diszkrét pontok &éllitdsa
>> t=0;

>> for i=1:n

xms(i)=xa(t);

yms(i)=ya(t);

t=t+dft;

end;

% &brazoljuk a pontokat
>> plot(xms,yms,'rd");
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% az interpolaciéhoz paraméterként valaszhatjuragk sorszamat:

>>5(1:8)=1:8
S =
1 2 3 4 5 6 7 8

% az interpolacioés fliggvények
>> xS=@(u)spline(S,xms,u);
>> yS=@(u)spline(S,yms,u);

%rajzoljuk fel
>> hold on
>> ezplot(xS,yS,[1,8])

¥ = spline(s xms ul, ¥ = splinels yms,u)

10
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Egy masik lehdiség ha paraméterként a gorbe ivhosszéat valasztjuk!

% az ivhossz értékeit tartalmazo vektor - a kégelét szomszédos pontok kozoétti har
% hosszéaval torténik

T()=0;

>>fori=2:n

T@OH=T(@-1)+sqrt (xms (i) - xms (i - 1))"2 (yms (i) - yms (i - 1))*2);

end;

% az interpolacios fuggvények
>> xT = @(u) spline (T, xms, u);
>> yT = @(u) spline (T, yms, u);

% abrazolas - barna szinnel
>> ezplot(xT,yT,[0,T(n)])

%abrazoljuk a valédi gorbét is - piros szinnel
>> ezplot(xa,ya,[0,3*pi])

¥ =t coslt], vy =t sinit)

it

Latszik, hogy esetlinkben a kis szégeknél (nagyrdegéel$, mig nagy szégeknél a masodik tipusu paraméter ad
jobb értéket! Mi erre a magyarazat?

(Az ivhossz, mint paraméter a legjobb, de kis skiée(tavol 16¥ pontok) a hirral torténkozelités jeleritsen

eltér a valddi ivhossztdél)

42. példa

Kozelitsik a z(x,y) =si@+y?) fliggvényt az xxy =[-1,1]x[-1, 1] tartomanyon bidiaris és kobos-spline interpola-
cioval! Jellemezziik az egyes mddszerek hibajategay= 0.25x 0.25 négyzetradcson szamitott értékek atdpj

clear all;clc

% fliggvény - vektorosan, azaz ponttal definialva
Z=@(x,Y)sin (X2 +y."2);

% az alaphal6zat |étrehozasa
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[X, Y] = meshgrid (-1 : 0.25 : 1);

% a fuggvenyértékek
Z=z(X,Y);

% a bilinearis interpolacios figgvény
zBL = @(x, y) interp2 (X, Y, Z, X, y, 'linear");

ezsurf (zBL, [-1, 1, -1, 1])

interpzl}{ JL sy linear

i
iy

e
A
;
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% kdbos spline esetén
>>7zCS = @(X, y) interp2 (X, Y, Z, X, Yy, ' cubic");
>> ezsurf (zCS, [-1, 1, -1, 1])

interpzl}{ Ly 'cubic )

By
R

i
e

% a bilinearis interpolacio hibaja
>> erBL=@(x,y)z(X,y)-zBL(x,y);

% a kdbos spline esetén



MATLAB_GYAK2011_10.nb |11

>> errCS=@(x,y)z(X,y)-zCS(x,y);

% a hibak eloszlasat szintvonalas abran adjuk Elelgez Uj racsot kell generalni.
%(miért nem jé a régi? - mert zérus hibat kapnamirt? - mert interpolacio!)

>> [Xerr, Yerr] = meshgrid (-1 : 0.02 : 1);

% a bilinearis eset

>> ZBL = errBL (Xerr, Yerr);

>> [C,h] = contour (Xerr, Yerr, ZBL);

% a clabel(C,h) helyett a ritkdbb feliratozast erédyes fliggvény alkalmazzuk
>> set (h, ' ShowText', ' on', ' TextStep', get (evelStep')*2);

% A kdbos spline esetén hasonldan jarunk el

errCS = @(x, y) z (x, y) - zCS (x, y);

ZCS = errCS (Xerr, Yerr);

[C, h] = contour (Xerr, Yerr, ZCS);

set (h, ' ShowText', ' on', ' TextStep', get (tevelStep’)*2);
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Lathatd, hogy a kdbds spline lényegesen kiseblt hitha

43. példa

Alkalmazzuk az RBF modszert, az alabbanke-féleg(x,y) teszt fliggvény kozelitésére, az &X9, 1)° tartomany-
ban, n =100 véletlensZem elhelyezkefladatpont: X;,y;) €sgi=g(x;.y;) esetén.

3 1 1
o VA (9x-2%+(9y-2) +— o149 x+1)2—(1/10) (9 y+1)? 4= VA (Ox-7?+(9y-3?) _ — e X=4)2—(9y-7)?
4 2 5

A kozelitt RBF bazisfiiggvény tipusa legyen a vékonylemez Bfdire:

3
g(X, Y)=_
4

@ (N =r?log(n

e =+ 1+(cr?

illetve multikvadratikus RBF spline

ahol c allando (paraméter) és

oG

oo =Sl )

Tehét a feladat g legyiitthaték meghatarozasa!

igy a kozelités alakja

% &brazoljuk a tesztfliggvényt:

>> gl = @(X, y) 3/4*exp (-1/4*((9*x - 2)"2 + (9*y2)"2));

>> g2 = @(X, y) 3/4*exp (-1/49*((9*x + 1)"2 - 1/1(B*y + 1)72));
>> g3 = @(X, Y) 1/2*exp (-1/4*((9*x - 7)"2 + (9*y3)"2));

>> g4 = @(X, Y) - 1/5%exp (-(9*x - 4)72 - 1/10*(9*y7)"2);
>>7=@(x Y) g1 (X, y) + 92 (X, y) + 93 (X, Y)g# (X, Y);

>> ezsurf (z, [0, 1])
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>>n=100;
>> xr = rand (n, 1); yr =rand (n, 1);
>> plot (xr, yr, ' r*");
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Az egyes kozelé figgvények:
vékonylemez RBF
function y = vlemez (u, ui)

if norm (u - ui)~=0
y = norm (u - ui)*2*log (norm (u - ui));
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else
y=0;
end

multikvadratikus RBF

function y = multiq (u, ui, c)
if norm (u - ui)~=0

y = sgrt(1+(c* (u - ui))"2);
else

y=0;

end

% az adatpontok éhllitasa
>>fori=1:n

YR (i) =z (xr (i), yr (i));
end;

% az x-y koordinatak dsszefoglalasa egy XYR magixb
>> XYR (1:100, 1) =xr;
>> XYR (1: 100, 2) =yr;

%az egyutthatokk() meghatarozasa a vékonylemez RBF esetén
%az egyenletrendszer matrixa

>> for i=1:n

for j=1:n
ZRVL(i,j)=vlemez([XYR(i,1),XYR(i,2),[XYR(,1),XYR(],2)]);

end;

end;

% az egyutthatok
>> kVL=linsolve(ZRVL,YR";

%abrazoljuksket
>> figure(3)
>> plot(kVL)
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10 . . . .

10 1 1 1 1
1 20 40 il Gl 100

%az egyutthatok (kmeghatarozasa a multikvadratikus RBF eseténl & valasztassal
%megjegyezziik, hogy a c értéke jetesain befolyasoljhatja a kdzelités wmégét!

%az egyenletrendszer matrixa

>>c=13;

>> for i=1:n

for j=1:n

ZRMQ(i,j)=multig([XYR(i,1),XYR(i,2)],[IXYR(j,1),XYR(},2)],c);

end;

end;

% az egyutthatok
>> kMQ=linsolve(ZRMQ,YR");

Y%abrazoljuksket
>> figure(4)
>> plot(kMQ)
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Vegylk észre, hogy az egyutthatok most a (-Intervallumba esnek.
Definidljuk az RBF kozellt fliggvényt altaldnosan, tetdegesy bazisfliggvény esetére:

function y =rbf (u, v,k, fi, XYR)

n=length(k);

y=0;

fori=1:n

y =y + k (i)*fi ([u, v], [XYR (i, 1), XYR (i, 2)]);
end;

Ezzel a vékonylemez RBF tipusu kozelités fliggvénye

>> rbfVL = @(u, V) rbf (u, v, kVL, @vlemez, XYR);

>> ezsurf (rbfVL, [0, 1, 0, 1])
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A multikvadratikus esetben figyelemmel kell lennianrka, hogy azbf fliggvény definicéjaban fa fliggvénynek
csak 2 valtozéja van, amig ebben a neki medfetalltiq figgvénynek 3, hiszen a 3cgaraméter értéke. llyen
esetekben a bemenetként szerdfipgvényt (mosmultiq) atdefinialjuk a szilkséges véltozésra, amikdraaz

hivo figgvény (mostbf) paraméter listadjdba beirjuk. Az ilyen problémétdbban globdlis valtozéval oldottuk
meg!

% c értékkel rendelkezik!
>> rbfMQ = @(u, V) rbf (u, v, kMQ@ (a, b) multig (a, b, ¢XYR);

>> ezsurf (rbfMQ, [0, 1, 0, 1])
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A hibafliggvények:

>> errfVL = @(u, v) rbfVL (u, v) - z (u, Vv);
>> errMQ = @(u, v) rbfMQ (u, v) - z (u, v)

>> subplot (1, 2, 1)

>> ezsurf (errVL, [0, 1, 0, 1])

>> subplot (1, 2, 2)

>> ezsurf (errMQ, [0, 1, 0, 1])
bl (v
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Lathatd, hogy a vékonylemez RBF a tartomany sakiaétve egyenletesebb és kisebb hibat ad, mint kiknu
vadratikus RBF. Persze ha megnézziik az alappohisklésat latjuk, hogy éppen ez a két sarok "lrardz

alulreprezentalt.
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MegjegyzésMivel altaldban a beépitett alvéletlenszadm genest nem kielégltek, a véletlen, egyenletes elos-
zlasunak szant pontok generdlasara, a valésagesletgs eloszlas jobb kdzelitésére, azHmiton -pontokat
hasznaljak, lasd kébb aMonte-Carlomddszernél.

44, példa

Tekintslik a kdvetkdztereprendezési feladatot: Mennyi féldet kell, hiozagy elvinni, ha sik terepet akarunk
kialakitani z = 135 m magasan. A szabdlyos elreggigrontokban mért magassagértékek egy digitélis teoeell
esetén,

135 131.7 136.4 139.8 119

134.8 133 139.7 1355 12

z=(1244 130 140 139.2 122.
131.1 133.8 138.12 137.7 121[1
133.2 137.1 143 135 123,

A mérési pontok koordinatai

190

120

50
10

1] 60 140 zoo 300

A digitalis terepmodellt kdbds spline-interpolacaballitjuk eb.

% a koordinatak
>> x = [0 60 140 200 300];
>>y =[190 120 50 10 0]; % itt a sorrendre Ugyekl

% a racs koordinatai
>> [X,Y] = meshgrid (X, Y);

% a racspontokban mért értékek

>>Z7 =[135, 131.7, 136.4, 139.8, 119.8;
134.8, 133, 139.7, 135.5, 120;
124.4, 130, 140, 139.2, 122.3;
131.1, 133.8, 138.12, 137.7, 121.1;
133.2, 137.1, 143, 135, 123.3]

Z =135.0000 131.7000 136.4000 139.8000 119.8000
134.8000 133.0000 139.7000 135.5000 120.0000
124.4000 130.0000 140.0000 139.2000 122.3000
131.1000 133.8000 138.1200 137.7000 121.1000
133.2000 137.1000 143.0000 135.0000 123.3000

% kobos spline interpolaciét alkalmazva
>>F = @(u, v) interp2 (X, Y, Z, u, v, ' cubic);
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% ellerrzés
>>F (0, 0)
ans = 133.2000

>> F(300,190)
ans =
119.8000

% terep geometriaja
>> ezsurf (F, [0, 300, 0, 190])
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Vt=f f F(x, y)dxdy
o Jo

Vs, = z 300x 190

%A kett6s integral numerikus kézelitése a Simpson szatha@pjan

>> format long

>> Vit = dblquad(F, 0, 300, 0, 190)

Vt=
7.614030545588052e+006

% a szilkséges térfogat
>> Vsz=135*300*190
Vsz =
7695000

% a poétlandé mennyiség
>> Vsz-Vt

ans =
8.096945441194810e+004
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Polinomidlis regresszid: egy és két valtozo esetén, nemlinedris regresszio

45. példa

Adott a dataxy.txt adafile-ban egy;,@x) adatsor. Kozelitsiik az adatokat egy 4. fokéladgi polinommal!

% Az adatfile beolvasasa:
>> xym=load('c:\dataxy.txt")
Xym =

0.182000000000000
0.545000000000000
0.908000000000000
1.270000000000000
1.630000000000000
2.000000000000000
2.360000000000000
2.720000000000000
3.090000000000000
3.450000000000000
3.810000000000000
4.180000000000000
4.540000000000000
4.900000000000000
5.270000000000000
5.630000000000000
5.990000000000000
6.360000000000000
6.720000000000000
7.080000000000000

0.121000000000000
0.188000000000000
0.321000000000000
0.350000000000000
0.301000000000000
0.276000000000000
0.264000000000000
0.220000000000000
0.181000000000000
0.129000000000000
0.098000000000000
0.084000000000000
0.063000000000000
0.043000000000000
0.037000000000000
0.027000000000000
0.017000000000000
0.009000000000000
0.011000000000000
0.007000000000000

% a flg@ és fliggetlen valtozok vektoranak szétvalasztasanédrési pontok dbrazolasa

>> [n m]=size(xym)

n =
20
m -
2
>> xm=xym(1:n,1);
>> ym=xym(1:n,2);

>> plot(xm,ym,'ro")
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% a polinom fokszama
np=4;

% a polinom egyiithatinak meghatarozasara szokghlénletrendszer méatrixa
>>fori=1:n

forj=1:np+1

X (i, J) =xm ()"G - 1);

end

end

% a mérések sllymatrixa legyen egységmatrix
>> W = eye (n);

% a tulhatarozott egyenletrendszer megoldasa hagpo egyitthatoi
>>p = inv (X*W*X)*X*W*ym

p = 0.040839149916552

0.454783054886466

-0.234696306041646

0.040104244370439

-0.002281848304302

% az egyutthatok meghatarozasa beépitett fliggvénnye
>> np=4;pp=polyfit(xm,ym,np);
>> pp'
ans =
-0.002281848304290
0.040104244370264
-0.234696306040812
0.454783054885077
0.040839149917092

% itt sorrend forditott!
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%definialjuk a regressziés polinomot
>> ypd = @(X)[1 X X2 X3 X ]*p;

% beépitett figgvénnyel
ypp4=@(x)polyval(pp.X);

%rajzoljuk el
>> hold on
>> ezplot (yp4, [min (xm), max (xm)])

[ ,}{,}{2,}{3,}{4] p

T T T H

0.35

.

X
A regresszio lokalis mifsitése a rezidiumok ertékei alapjan tértenhet:
ri=ym;—yp4(xmy, i=1, ..,n

Globalis mirbsitése pedig ezek szérisaval:

A becslult paraméterek megbizhatésdganak jellen@ézérasuk alapjan torténhet. Ezeket a becsiltrgdeavek-
tor kovariancia matrixanak (Cdtlobeli elemeinek négyzetgyoke adja:

C=sy?(X™X)™

azaz

op, =4/ Cij i=1, ..,np

ahol X matrix a mar alkalmazott, az egyitthatok hagrozasra szolgalé egyenletrendszer matrixa:

Xi,j = xmii‘l
% a rezidiumok és szoérasuk szamitasa

s=0;

>>fori=1:n
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r (i) = ym (i) - yp4 (xm (i));
s =s+ (ym (i) - yp4 (xm (i)))"2;
end

% a rezidiumok abrazolasa

>> figure (2)
>> barh (r)

25

15+

I:I 1 1
-0.04 -0.02 1 0.0z 0.04

% a szorasuk
>> sxy = sqrt (s/(n - np + 1))
SXy =

0.017456758078599

% a kovariancia matrix
>> C=sxy"2*inv(X*X)
C=
0.0004 -0.0007 0.0003 -0.0001 0.0000
-0.0007 0.0015 -0.0008 0.0002 -0.0000
0.0003 -0.0008 0.0005 -0.0001 0.0000
-0.0001 0.0002 -0.0001 0.0000 -0.0000
0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000

% a paraméterek szordsa
>> format long

>>szigmap=sqrt(diag(C))

szigmap =
0.020223207745413
0.038756551943921
0.021680397065253
0.004484114312649
0.000306407316730
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46. példa

A magyar Duna vizdjjtéjének terliletei Ausztridban és Bajororszagbanhaték. Ha itt jelerts mennyiséd
csapadék esik, akkor a Dunan &rhullam vonul vélgegadatunk, a budapesti deb vizallds ebrejelzése a
kovetked két adat alapjan:

x1: az &rhullamot kivalté csapadék, amely 15 osziltélve bajor csapadékjelzalloméas adatainak kdzépértéke,
mm.

X: a Duna vizéllasa Budapestnél az arhullamot toveézés kezdetekor, cm.
y: a becsilentlérték, a Budapestnél, az arhullandzéséhez tartozé vizszint, cm.

Az eddigi (1896 Ota) adatokat az alabbi tablazaat@azza, ahol egy sor, egy adotipdnthoz tartozé x x, ésy
értékeket jelenti.

X1 X2 y
(mm) | (cm) | (cm)
58 | 405| 590
52 | 450| 660
133 | 350| 780
179 | 285| 770
98 | 330 710
72 | 400 640
72 | 550 670
43 | 480| 520
62 | 450 660
67 | 610 690
64 | 380 500
33 | 460 460
57 | 425 610
62 | 560 710
54 | 420| 620
48 | 620| 660
86 | 390 620
74 | 350 590
95 | 570| 740

Alkalmazzunk mésodfoki polinomidlis regresszidsilfetiet:

Z(U, V) =P1+PaU+P3V+PgU?+ psu v+ pg V2

% az adatok

x1=[58 52 133 179 98 72 72 43 62 67 64 33 57 62%86 74 95]';
x2=10%[40.5 45 35 28.5 33 40 55 48 45 61 38 46 £6.82 62 39 35 57];
y=10*[59 66 78 77 71 64 67 52 66 69 50 46 61 76652 59 74];

%3abrazoljuk a pontokat
scatter3(x1,x2,y, filled")
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% az egyutthatok meghatarozasa

% az egyutthaté matrix
>> X=[ones(size(x1)),x1,x2, x1.*x1, x1.*x2, x2.*x2]

>> X
X =

PR R RPRRRPRRPRPRRPRPRRPRREPRRRERRRER

58
52
133
179
98
72
72
43
62
67
64
88
57
62
54
48
86
74
95

405
450
350
285
330
400
550
480
450
610
380
460
425
560
420
620
390
350
570

3364 23490
2704 23400
17689 46550
3204151015
9604 32340
5184 28800
5184 39600
1849 20640
3844 27900
4489 40870
4096 24320
1089 15180
3249 24225
3844 34720
2916 22680
2304 29760
7396 33540
5476 25900
9025 54150

% az egyutthatok meghatarozasa
>> [p pint h]=regress(y, X);

% az egyutthatok értékei

>>p

1

1

[

'y

[

[
Ealal i Ll R R T
v

[
Tl

164025
202500
122500
81225
108900
160000
302500
230400
202500
372100
144400
211600
180625
313600
176400
384400
152100
122500
324900

It

Caaiar A



p =

1.0e+003 *

-1.339904885689538
0.017188397349307
0.004957238409773
-0.000037295105311
-0.000017919964216
-0.000003338772032

% Az egyutthatok alsoé és félkorlatai 95% -os megbizhatésag szint mellett:

>>pint
pint =
1.0e+003 *

-3.269183333997813

0.002340256646102
-0.001312086954542
-0.000070244391302
-0.000039771928137
-0.000008609100730

0.589373562618736

0.032036538052511

0.011226563774088
-0.000004345819321
0.000003931999706
0.000001931556665

% abrazoljuk a paraméterek megbizhatdsagi intanait

>> for i=1:6
subplot(2,3,i)

plot([0;0],[pint(i,1);pint(i,2)],'b*-");

hold on

plot(0,p(i),'ro");
end

40

20

O

% a rezidiumok az egyes pontokban

>>h

h=
19.339059734133798
71.625403041930895

20
10

-10
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1.701620834112418
0.720015424927169
30.859378673286074
3.081233114503789
-41.193900243456255
-50.590849686875231
22.897688573742698
-3.469428283934803
-73.210177861353372
-28.518306856102981
21.688541209143636
20.753192219589209
53.827998688440061
4.024025710486740
-66.922841401639971
0.284682225068309
13.102664884000887

>>bar(h)

20

100

Abréazoljuk a regresszios feliiletet:

>> z=@(u,v)p(1)*+p(2)*u+p(3)*v+p(4)“u"2+p(5)*u*v+pBv"2
>> hold on
>> ezsurf(z,[min(x1),max(x1),min(x2),max(x2)])
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p(1)+p(2) u+p(3) wHpld) u?+p(5) U w+p(B) v

47. példa

Rontgen atvilagitdssal végzett vizsgalatokban atééqul, ha a sugarak a képefny nem meijlegesek. A torzulas
mértékének meghatérozasa és a kép korrekcidjéél@mb alaki prébatestet vildgitanak meg és ntéaghezdk
a képerngn megjelen ellipszis paramétereit. & - z, koordinata-rendszer origdjat pi( p2) pontba eltolva az
ellipszis egyenlete:

p3 p4)(21—p1
Pa Ps/\Z2—P2

Az ellipszis mért pontjai {z;, z,;} az ellip.txt file-ban talalhaték. Hatarozzuk megn, i=1,..5 paramétereket

(Zl—pl,Zz—pz)( )—1=0

regresszioval

A probléma most nemlinearis regresszio, hiszparaméterelszorzata, azaz@araméterek nemlinearis kifejezése
szerepel, tovabhimplicit, mivel a rendelkezésre allé6 modell alakja nem

=1 (21, p
hanem

g(zlv 221 p)_1=0

%adatok beolvasasa

>> 7172 =load (' ¢ : \ellip.txt");
>> size (z1z2)

ans =202

% a mérések szama
n=20;

% a pontok megjelenitése
>>7z1=21z2 (1:n, 1);
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>>72=21z2 (1:n, 2);
>> scatter (z1, z2, ' ro")

“ o 0o &

i 1 1 1 1 1
-4 -3 -2 -1 1 1 2 3

1) Oldjuk meg a feladatot@&dzor az implicit kifejezés kozvetlen minimalizalash azaz, minimalizaljuk a

n

G = Z(g (zar 225 P) - 1)2
i=1
kifejezést, vagyis a paraméterbecslést az exiitéjezésre vonatkoz6 legkisebb négyzetek értelmébdjuk
meg.

Definialjuk a célfiggvényt:

function y = ellip (p)

global Z1 Z2

n = length (Z1);

s=0;

fori=1:n

s0=1[21()-p (1), 22 (i) - p DI*([P (3), p WP (4), p B [21 () - p (1), 22 () - p (A)]) 1;
S =s + s0"2;

end

y=s;

Mivel nem ismerjik a paramétereknek még kdgaditékeit semgloalis minimalizaldsalkalmazunk aenetikus
algoritmusfelhasznalasval.

% a globdlis valtozdkat definialjuk és értéket ddnakik
global Z1 22

>>71=71;
>>72=72;

% az opcionalis értékek atéllitasa: Generation8:-400000, PopulationSize: 2200,
%UseParallel: 'neves'always' ez utébbi nyilvan csak tdbb prcesszorgy waagos gépen,
% a laborban 2 magos van.
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>> options = gaoptimset (' Generations', 10000putationSize’, 200, 'UseParallel’,'always’);

psolG = ga (@ellip, 5, options)'
Optimization terminated: average change in thefitnvalue less than options.TolFun.

psolG =

-1.452469770838021
-1.171178924694129
0.087263012437653
0.015170352531300
0.031834628462305

% Az altaldnos modszer, hogy a globalis minimaliaéal csak a globalis optimum kézelébe %férkdzinte,
nem eéltetjik a pontosabb eredményt, mert ez a médszgroma

% szamitasigényes!

% A hozzavetleges eredményt, egy lokalis modszer kezdeti étFkemegadva, amely modszer altalaban
négyzetesen konvergal (ez mit jelent?) pontositjuk.

>> p=fminunc(@ellip,psolG)
Warning: Gradient must be provided for trust-regiethod;
using line-search method instead.
> In fminunc at 281
Optimization terminated: relative infinity-norm gfadient less than options.TolFun.

p:

-0.998282546212933
-2.939503356154787
0.087635714846724
0.016139985640131
0.079958906267817

% az abrazolas érdekében a fenti paraméterekkieid@pfk az ellipszis anonymous fliggvényét
% (implicit!)
>> Elli= @(u, V)[u-p (1), v-p F(p 3) pA); p (4) p BO)*[u-p (1);v-p (2] - 1;

%majd berajzoljuk az ellipszist a mérési pontokataimazo6 abraba

>>hold on

>> ezcontour (Elli, [-5, 3, -7, 2])

% az abrat modositottuk a Property Editorral! (Altiv felrajzolaszplotsegitségével!)
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2) Oldjuk meg a feladatot beépitett fliggvénnyelutdin ez csak explicit alakra j6, Ugy tesziink,mirghaegy 2
fuggetlen valtozos fliggvény lenne, azaz

y=9(z1, 2, p)
ahol most aE(yi, 71, zz,i} harmasokat ismerjuk. Persze tudjuk, hogyyl mindeni — re!
irjunk egy m—file —t erre a gzi, 2, p) fliggvényre, amely most a kimeneti vektorty allitja els.
Normal (explicit) esetben erre is lennének méréaskék. Most ezek rendre 1-egyel egyial

function y = funi (p, X)
[n m] = size (X);

fori=1:n

z(1)=X(,1);

z(2)=X(i, 2);

yO)=[z@Q)-p1),zQ)-p@IPE)p“@p @ pO)PIz@)-p1):z()-p @)
end

y=Y;

% egyesitjik a "bemeneti" valtozok mérési vektorait
>> X =[z1, z2]

X =0.500000000000000 - 0.120000000000000
1.200000000000000 - 0.680000000000000
1.600000000000000 - 1.000000000000000
1.860000000000000 - 1.400000000000000
2.120000000000000 - 2.540000000000000
2.360000000000000 - 3.360000000000000
2.060000000000000 - 5.250000000000000
1.740000000000000 - 5.640000000000000
1.340000000000000 - 5.970000000000000
0.900000000000000 - 6.320000000000000
-0.280000000000000 - 6.440000000000000
-0.780000000000000 - 6.440000000000000
-1.360000000000000 - 6.410000000000000
-1.900000000000000 - 6.250000000000000



-2.500000000000000 - 5.880000000000000
-2.880000000000000 - 5.500000000000000
-3.180000000000000 - 5.240000000000000
-3.440000000000000 - 4.860000000000000
2.440000000000000 -4.000000000000000
2.360000000000000 - 4.750000000000000

% megadjuk a kimeneti vektor értékeit- normal esetbézt is mérnénk
>> Y=ones([n 1])
Y =

PR RPRRPRRPRPRRPRRPRPRRPRREPRRRERRRRR

% az iteracio kezilvektora a paraméterekre legyen
>>p0=[11111];

% alkalmazzuk a beépitett fliggvényt
>> [p h,J,Cov]=nlinfit(X,Y,@funi,p0);

% a paraméterek

>> ]

p =
-0.998280736392196
-2.939505108777681
0.087635783862025
0.016139948641816
0.079958964594072

% 0sszehasonlitasként ezek értékei &zéainddszerrel
-0.998282546212933
-2.939503356154787
0.087635714846724
0.016139985640131
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0.079958906267817

% a rezidiumok:p; =1-9(z, 22, p), i=1,...,n

>> h
h=
0.031265198035486
0.007950817477609
-0.055085351183465
-0.047515363392199
0.094883045957904
0.043085001370410
-0.018422120459345
-0.001522978004102
0.015251419963825
-0.022399367715049
0.056174555129819
0.040714896765768
-0.015041280371455
-0.043916755955089
-0.031540283281025
0.009942793397593
-0.002316346634109
0.031232949262774
-0.008234754224959
-0.054190917996997

% a g - fliggvény Jacobi-matrixa a megoldas helygrr cH

>> ]
J=
Columns 1 through 3

-0.353617988828641
-0.458232105215374
-0.518011600319744
-0.550670627235291
-0.559442897933925
-0.575039131485491
-0.461449387409508
-0.392773298643533
-0.312012193344661
-0.223594609685263
-0.012899817191214
0.074736311808236
0.175425839488859
0.264908154748916
0.358128131410414
0.412465417295543
0.456654450613739
0.489959065566916
-0.568402095900496
-0.530170764945515

-0.499257441856869
-0.432298651613198
-0.394036485754325
-0.338461722335939
-0.164547255028697
-0.041161125724963
0.270768694888440
0.343466325335900
0.409151196691280
0.479325614415708
0.536605529111211
0.552745229298565
0.566669725960357
0.558513639155078
0.518711427439842
0.470208562443933
0.438313567673140
0.385937174646985
0.058604374267812
0.181125615390620

(zi, p)

° Pj P=Popt

2.243817108184
4.83RBBA91203
6.7HBDN077858
8.16%4X81 8928
9.72360RB1 2828
11.2719E66544
9.358MNB6748
7.A963D5746
5.46738926451
3.608210049
0.5198I1N34142
0.04738113318
0.13BE8255
0.81/84129216
2.25518859605
3.588562166
4. 758814213
5.9@27B16965
11.8Z388842081
11.27189856544



Columns 4 through 5

8.448791914699438 7.949668190868716
9.934051217261432 5.105410724125751
10.078770819132822 3.761720743354606
8.800702838062241 2.370108267263276
2.491595081257721 0.159612710880340
-2.824200421093565 0.176807134844067
-14.132170814064120 5.338338185385464
-14.789311488994205 7.292616021087794
-14.172182240559595 9.183835728449454
-12.834145047584395 11.427674812057438
-5.028586677165976 12.253391069224676
-1.528102271364344 12.253391069224676
2.510755842989538 12.044262005218888
5.970325439734439 10.959306995751032
8.831626609726614 8.646448535611242
9.636280046577838 6.556080388158323
10.038071149738476 5.292228497380260
9.378608326668759 3.688260349559317
-7.292463674433896 1.124627173145924
-12.160191344582934 3.277853780164697
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% a kovariancia matrix - a megoldas helyén ng}pebhsl szamolhaté a paraméterek szoréasa:

% opi=4/ Cov

% most ez is adodik:
>> Cov
Cov =

Columns 1 through 3

0.011149265052132 -0.010395592975332

0.0®@BY384606

-0.010395592975332 0.011040884321830 -0.00@EKF35510

0.000371384384606 -0.000327961635510

0.0D4%1 1829

-0.000255026363541 0.000253175908239 -0.00@&E468979

0.000284321219949 -0.000321708762024
Columns 4 through 5

-0.000255026363541 0.000284321219949
0.000253175908239 -0.000321708762024
-0.000007965468979 0.000007600767860
0.000007186031686 -0.000007182634837
-0.000007182634837 0.000011822156805

% a szorasok
>> sqrt(diag(Cov))
ans =
0.1056 0.1051 0.0039 0.0027 0.0034

0.008W/6 7860



Palancz Béla - Numerikus Mddszerek - 2012 - 6. Numerikus differencialas és integralas

11. Gyakorlat

Véges differencia, trapéz és Simpson szabaly, Gaus s-Legendre kvadratira, Richardson - féle
extrapolacio, Monte-Carlo modszer.

48. példa

Adott egyq [N/m] fajlagos sulyud szabadvezeték, amelyet kgghestolb tAvolsagra lé§
h magassagu oszlophoz régzitiink Ggy, hogy a femditvizszintes komponendé. A kabel alakjat az alabbi
koszinus - hiperbolikusz fiiggvény irja le:

H q qb
fx,H q, b,h=— (cosh(— x)—cosh(— —))+h
o} H H 2

Hatarozzuk meg a kadbel hosszat, ha

H=10®N, g=2 N/m, b=200m, h=40m.

40, 40 T T T

fo,H,q,b,h) [

30 | .
-100 50 0 50 100
~10Q X 100

29

Oldjuk meg a feladatot numerikusan és e@llezzik a hib4jat szimbolikus szamitassal!

Tehat legyen F(x) egy egyvaltozos fliggvény:
F (x) =f (x, 1000, 2, 200, 40)

>>H =1000; g = 2; b =200; h = 40;

%definidljuk a fuggvényt
>> F = @(x) H/g*(cosh (g/H*x) - cosh (g/H*b/2)) + h

>> ezplot (F, [-100, 100])
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Hig (coshig/H x)-coshigH b2 +h

40 ¢

38 r

36

34 r

32t

30

=100 -A00 0 a0 100
Egy f(x) flggvén: ivhosszé [a, b] intervallumor az alabb médor hatérozhatju meg

s(a,@:f\/1+(f‘(x))2 dx

A derivaltfiggvényt a masodreftithibaju , O(hz) differencia modszerrel kdzelitjuk, azaz
FxX+A)-FXx-A)
2A

dF(x, A) =

% a derivaltfliggvény numerikus kozelitése az x démlynintA 1épéskoz fliggvénye
>>dF = @(x, D) (F (x + D) - F (x - D))/D/2;

%az analitikus derivalt fliggvénys@llitasa szimbolikusan
>> syms X
>>>> diff (F(x), X)
ans =
sinh(1/500*x)

%azaz
>> df = @(x) sinh (1/500*x)

% allitsuk eb a derivalt numerikus kdzelitésének hib#&tl0 ésA=5 esetén, mint a hely %fliggvényét

>> d10 = @() df (x) - dF (x, 10)
>> d5 = @(x) df () - dF (x, 5)

%3abrazoljuk a hibafliggvényeket
>> ezplot (d5, [-100, 100])

>> hold on

>> ezplot (d10, [-100, 100])
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w10 dfi)-dF (3, 10)
15F ' ' ' ]

15} , , -

-100 -50 1 a0 100
X

Az integralast diszor a trapézszabdly alapjan végezziik,

function s = trap (f, a, b, n)
s=0;

d=(b-a)n;
fori=1:n-1
s=s+f(a+i*d);

end

s = d/2*(2*s+f(a)+f(b));

Legyen a [épéskdx=10 m

>>D = 10;

>>% az integrandusz
>> dfl = @(x) sqrt (1 + dF (x, D)*2);

>> format long

>> LT = 2*trap (dfl, 0, 100, 100/D)
LT =
2.013428916602308 e + 002

Ha az integralasnal az analitikus derivalt fliggvdmagznaljuk

>> dfla = @(x) sqrt (1 + df (x)"2);
>> | Ta = 2*trap (dfla, 0, 100, 100/D)
LTa =

2.013427136964378 e + 002

% az ebBl szarmazo eltérés mm-nél kisebb! Tehat elegenderivalt kozelitésénéla=10.
% Numerikus integralas beépitett Simpson szabalyjah

% a beépitett flilggvény megkivanja, hogy az intedpaz fliggvény, dfl (x) tdombre is alkalmas legyen,
% tehat vektoros definicid, ponttal,
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>> dfl=@(x)sqrt(1+dF(x,D).*2);

>> | S=2*quad(dfl,0,100)
LS =
2.013361796274642e+002

% jelents az eltérés: a trapézszabaly hibaja masodrenid) a Simpson mddszeré negyediend

Javitsuk a trapéz szabaly eredmémiéhardson féle extrapolaciéval:

Legyen egy numerikus kozelitegA) eredménye Q) hibaval adott, akkor a

¢(£)+¢(ﬁ)—¢m)

m mP: — 1

kifejezés, a kozelitést @f2) hibaval adja, feltéve, hogy
¢(A) =L +APrc  +AP2Cp + ..

alakban felirhato, ahol L a pontos értélcéallandok.

A trapéz szabaly esetén=2 és p =3. Legyen m =2.

% a Richardson féle javitas

>>m=2;

>> LT = 2*(trap (dfl, 0, 100, 100/(D/m)) + ...

(trap (dfl, 0, 100, 100/(D/m)) - trap (dfl, 0, 10000/D))/(m"2 - 1))
LT =

2.013361796386174 e + 002

% a szimbolikus integralas

>>Ls = 2*int(‘'sqrt(1+(sinh(1/500*x))"2)",x,0,100)
Ls =
-500*(2+exp(-2/5)+exp(2/5))N(1/2)*(exp(-1/5)-expB)/(exp(-1/5)+exp(1/5))

% véges precizioju numerikusra (lebpgntos) attérve:
>> | s=double(Ls)
Ls =

2.013360025410940e+002

% Lathato, hogy a Simpson szabaly csak kicsit jofibt a trapézszabaly
% a Richardson féle javitassal.

Az egyik legegyszdibb, de egyben igen hatékony modszé&ass - Legendreféle kvadratira. Esetiinkben
elészor a a hatarokat a

b b

—— =X=-

2 2
intervallumbdl a [-k n < 1] intervallumba kell linearisan transzformalriga



tehat az integralando figgvény

fo)=

>>b = 200;
% a derivalt fliggvény
>> df = @(eta) sinh (1/500*b/2*eta);

% az integrandusz

>> dfla = @(eta) sqrt (1 + df (eta)*2)*b/2;

b
X=—n - dx=-dp
2 2

500 2

o]

% a kétpontos Gauss-Legendre kvadratira
>> LGL = dfla (-1/sqrt (3)) + dfla (1/sqrt (3))

LGL =
2.013348154734078 e + 002

N o
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%amely pontosabb, mint a trapéz szald&f0 m Iépéskdzzel és analitikus derivalttal.

Foglaljuk 6ssze a kilénb6zmegoldasi modszerek eredményét az alabbi tabkzatindegyik esetben a
numerikus differencialas és integralas eseténésléiz egységeserr10 m.

Derivélas Integralas Eredmény
O(h?) trapéz 201.342891
analitikus trapéz 201.342713
O(h?) Simpson 201.33617p
o(h?) trapéz 201.336002

+
Richardson
analitikus analitikus 201.336002
analitikus| Gauss Legendrel 201.334815
2 bels pont

Megjegyzések

(1) Ha egy feladat szimbolikusan elvégedhetégezziik el szimbolikusan, mert csak egyszkrekeesetenként
mérndkileg értelmezhé&bsszefliggést kapunk!
(2) Csak olyan pontossagu moédszert alkalmazzunk|yaanfeladat fizikai szempontjabél értelmes, @.akarjuk
meghatarozni egy szobérérséletét 0.001 fok pontossaggal barmennyiredBits a lehéiség.

49. példa

irjunk rekurziv fliggvényt a trapéz - szabaly adaptikalmazasara! Egy sorozatot allithatunk, eisokkew

Iépéskdzdkkel, példaul

so=Tr(hg), st =Tr(hy), ..., s=Tr(hy), ....

ahol

hg>hy>...>he> ...
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Legyen az dirt hibakorlate, akkor a rekurzié baziskritériuma,

I — Sk+1l =€
Alkalmazzunk |épéskéz csOkkentésére felezést, azaz
h
hi1=—

2
function s = tra (f, a, b, h0, eps)
hl = ho;
h2 = h0/2;
nl = (b - a)/h1;
n2 = (b - a)/h2;

11 =tr (f, a, b, nl);

12 =tr (f, a, b, n2);

if abs (12 - 11) < eps

| =12;

else

| =tra (f, a, b, h2, eps);
end

s=1

Teszteljik a fliggvényt az alabbi integréllal:

0 y4 z
G= f 200(—) exp(—— ) dz
0 5+2z 15
% a gépi pontossagu exakt megoldas:

>> g = @(z) 200*z/(5 + z)*exp (-z/15);

>> Gexact = simplify (int (g (2), 0, 30))

Gexact =

-1000*(-3*exp (2) + exp (7/3)*Ei (1, 1/3) + 3 - X7/3)*Ei (1, 7/3))*exp (-2)

% numerikus alakban
>> GexactN=double(Gexact)
GexactN =
1.480568480085906e+003
Megjegyzés:
Az Ei (x) az exponencialis integral

Xn

Ei)=y+IN0)+ )
—nn!
ésy az Euler - alland6

n
= lim — —1In(n)=0.57721566 ...
y nm;k M

Mielétt alkalmaznank az adaptiv l1épéskdzkurzivan megirt trapéz-maodszeriinket, probalkokzoeépitett
fuggvennyekkel:

% Beépitett Simpson- szabaly

>> LS = quad (g, 0, 30, 107(-3))
[ESE=
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1.480215355980118 e + 003

% csOkkentsik a |épéskozt:
>> LS = quad (g, 0, 30, 107(-4))
LS =

1.480518211371748 e + 003

>> LS =quad (g, 0, 30, 107(-5))
LS =
1.480547455903976 e + 003

>> LS = quad (g, 0, 30, 107(-6))

Warning : Maximum function count exceeded; singtydikely.
> |n quad at 106

LS = 1.520408578472959 e + 003

% hiadba csokkentjik a |épéskozt, az eredmény negy javulna, de még rosszabba valik!
% A kerekitési hiba dominanssa valt a csonkitdsaval szemben!
% Nem lehet a mddszerrel jobb eredményt elérnit Bigrtékes jegy pontossagot!

% A Gauss-Lobato kvadratura tovabb birja, de ezjsbin

>> LQ=quadl(g,0,30,107(-6))
LQ =
1.483689242814975e+003
>> LQ=quadl(g,0,30,107(-7))
LQ =
1.480677508618293e+003
>> LQ=quadl(g,0,30,107(-8))
LQ =
1.480584674448347e+003

>> LQ=quadl(g,0,30,107(-9))
Warning: Maximum function count exceeded; singtyerikely.
> |n quadl at 104
LQ =
1.551006154822670e+003

Most nézziik mire megylink az adaptiv trapéz modstzerr

% Alkalmazzuk az adaptiv trapézszabalyt hO= 0.5li¢Epéskozzel, kilénbdzhibakorlatok esetén

>> | TA =tra (g, 0, 30, 0.5, 107(-3))
LTA =
1.480568269330506 e + 003

>>|LTA =tra (g, 0, 30, 0.5, 107(-4))
LTA =
1.480568466913674 e + 003

>>|LTA =tra (g, 0, 30, 0.5, 107(-5))
LTA=
1.480568476792829 e + 003
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>> | TA =tra (g, 0, 30, 0.5, 107(-6))
LTA =
1.480568479880091 e + 003

% Gyakorlatilag 9 értékes jegyre pontos - persgsdbb, mivel rekurziv.
50. példa

Adottak egy egyujjas kesZtkonturjanak pontjai (i) a glove.txt file-ban. Rajzoljuk fel a kes#tigonturjat!

>> xy = |load (' ¢ : \glove.txt");
>>n = length (xy);

>>X=xy(1:n,1);
>>Y=xy(1:n,2);
>> plot (X, Y, 'ro")

% alkalmazzunk spline interpolaciot, paramétetkénivhosszat kozelitve a harral
>>T (1) = 0;

>>fori=2:n

T@E)=T(@-2)+sqgrt (X (@i)-X(@i-1)"2KY(>i)-Y(-21)"2);

end

% ezzel a paraméteres egyenletek
>> xT = @(u) spline (T, X, u);
>>yT = @(u) spline (T, Y, u);

% a kontur felrajzolasa vektorosan, azaz pontpaiok
>> tpT = linspace (0, T (length (T)), 200);
>> xpT = XT (tpT);

>> ypT = yT (tpT);

>> hold on
>> plot (xpT, ypT, 'b -");
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09r .

0.7 .

06} i _

05 .
0.4r .
0.3r .
of
|:|2 | | | | | | |
1 04 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.r 0.5

Hatarozzuk meg a teriiletét!
A terllet, mint poligon teriletg@lsjeles))

Tudjuk, hogy egy haromszog terilete

1% v 1
Teg=—|%X Y2 1
X3 y3 1

=—(—X2Y1+X3Y1+X1Y2— X3Y2 — X1Y3 + X2 Y3)

Ezt a kdvetke& modon is eléllithatjuk

1 V) Y1
Ta=— (X1, X2, X3)| Y3 | — (X2, X3, X1) | Y2
2 Y1 Y3

Altalanositva poligonra

Y2 Y1
Y3 Y2
1 Y3
Th= 5 (X1, X2, X3 ... X)) | . |— (X2, X3, «ery Xy X1)
Yn .
Y1 Yn

>>abs( (X*Y ([2: n, 1]) - X (12 : n, 1])*Y))/2
ans =
0.2158

Egyszeff kvadraturaval

% eballitunk egy h xh racsméretastert, amely lefedi az abrat
>>h = 0.05;



10 | MATLAB_GYAK2012_11.nb

>> [u v] = meshgrid (min (X) : h : max (X), min (Y)h : max (Y));

% meghatarozzuk, hogy ezen racspontok kozil, melgekak a polygon teriletén
% (igaz(1) -hamis(0))

>> K = inpolygon (u, v, X, Y)

K=0000000000000
0000001111100
0000011111100
0000111111110
0001111111110
0011111111110
0111001111110
0100001111111
0000001111111
0000001111111
0000001111111
0000001111111
0000000111100

% a K matrix nemnulla elemeinek szama szorozvaatetiletével adja a kozéliértéket:
>> h"2*nnz (K)
ans =

0.2175

Monte - Carlo modszer
Ez nagyon hasonl6 azébbi modszerhez, de most nem alkalmazunk szabaips®t, hanem helyette

egyenletes eloszlasu véletlen elhelyezkedésu pkaltéddjik le a befoglalé szabalyos tartoméanyt.

% egy masik abraba csak a kontur vonalat rajzdguk
figure(2)
plot (xpT, ypT, 'b-);

% a poligont(!) befoglalé négyszdg tartomany

x1 = min (X); x2 = max (X); y1 = min (Y); y2 = ma¥);
XX =[x1 x1 x2 x2 x1];

YY =[yly2y2ylyl];

>>hold on
>>plot (XX, YY, ' r*

% generéljunk 128 darab pontot

>> xyH=haltonseq(128,2);
A Halton médszeré €[0, 1] intervallumban allit él egyenletes eloszlasu véletlen szamokat ezért égien az
alabbi transzforméciora
X = Xmin (1 -€) + Xma» &
% a Halton pontok és a beépitett véletlenszam gesregredménye n = 100

>> subplot(1,2,1)
>>n=100;



% Matlab beépitett
>> xyr=rand(n,2);
>> plot(xyr(:,1),xyr(:,2),'b*)

% a Halton-pontok

>> xyH=haltonseq(100,2);
>> subplot(1,2,2)

>> plot(xyH(:,1),xyH(:,2),'b*")

0.0fF

0.6

0.4

0.2
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>>xr = x1*(ones (128, 1) - xyH (1 : 128, 1)) + x3®t (1 : 128, 1);
>>yr = yl1*(ones (128, 1) - xyH (1 : 128, 2)) + y2kt (1 : 128, 2);

>>plot (xr, yr, ' r*")

% A pontok tagsagi értéke - ha a tartomanyba d3iki{lonben (0)

>> k=inpolygon(xr,yr,X,Y);

% rajzoljuk be ezeket a pontokat

>> XR=xr.*k;
>> yR=yr.*k;

>> plot(xR,yR,'b*') % a tartomanyon kiviili pontdkez origbba rajzoltuk
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0.g

0.6

kék pontok szam:

A = befoglalé négyzet teriilete
0sszes pontok szama

>>nnz (k)/128*(x2 - x1)*(y2 - y1)
ans =
0.2189
Magyarazat

A terllet kozelid értéke

. Na
A= f dA ~— At
A nr
ahol Ar azAterilletet befoglalé terliletA ¢ At) és

nr az egyenletes eloszlasu véletlgalton) pontok szama az-Atartomanyban.
51. példa

Hatarozzuk meg egy egységnyi sugart negyedgdnigsist!

z

-~

v

s/ X

A negyedgdmbben I&P (x, y, z) pontok az alabbi feltételeket kell, hdgglégitsék:

O<x=<1



és

% a pontok generalasa
x1=0;x2=1;y1=-1;y2=1;2z1=0; z2 = 1;
nT = 1024;

xyzH = haltonseq (nT, 3);

A tartomany transzformacioja:

xr = x1*(ones (1024, 1) - xyzH (1 : 1024, 1)) + x82H (1 : 1024, 1);
yr = y1*(ones (1024, 1) - xyzH (1 : 1024, 2)) + y&%H (1 : 1024, 2);
zr = z1*(ones (1024, 1) - xyzH (1 : 1024, 3)) + x*H (1 : 1024, 3);

subplot (1, 2, 1)
plot3 (xr, yr, zr, ' b*)

A tagsagi fuggvény

function y = member (xr, yr, zr)
n = length (xr);

fori=1:n

if xr ("2 +yr ()2 +2zr (()"2<1
y () =1;

else

y (i) = 0;

end

end

% az indikator vektor: értéke 1 ha a pont a tartoyhaz tartozik
>> f = member (xr, yr, zr);

% a tartomanyba égpontok szama
>>nV = sum (f)
nv =

537

>> subplot (1, 2, 2)
>> plot3 (xr.*f', yr.*f', zr.*f', ' r*")

% a befoglalé tartomany
>> VT = 1*2*1
VT =

2

% a tartomany becslilt értéke
>>V = nV/nT*VT
V=

1.0488

MATLAB_GYAK2012_11.nb
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% a valdsagos értéke
>> Vexact = pi/3
Vexact =

1.0472

A hiba becslése

% f vektor atlaga
>> fa = sum (f)/nT
fa =

0.5244

% a négyzetének atlaga
>> f2a = sum (f.*f)/nT
f2a =

0.5244

% a becsilt hiba
>>d = VT*sqrt ((f2a - fa*2)/nT)
d=
0.0312
% valésagos hiba

>> dr = abs (V - Vexact)
dr = 0.0016

52. példa

Hatarozzuk meg az alabbi integrél értééinte - Carlomddszerrel,

3
I=fff(x3—2yz)clxdyclz
—ado J1
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Vegylk észre, hogy most nem egy tartomanyssemanak, hanem egy tartomanyon értelmegely,z) fliggvény
integraljanak kdzelitésérvan szg!

>>nT = 1024;

>> xyzH = haltonseq (nT, 3);
>>x1=-1;x2=3;y1=0;y2=6;z1=-4;22+4

>> xr = x1*(ones (1024, 1) - xyzH (1 : 1024, 1)x2*xyzH (1 : 1024, 1);
>>yr = yl*(ones (1024, 1) - xyzH (1 : 1024, 2)y2*xyzH (1 : 1024, 2);
>> zr = z1*(ones (1024, 1) - xyzH (1 : 1024, 3)22*xyzH (1 : 1024, 3);

% az integralandé figgvény
>>r10 = @(X, Y, 2) X3 - 2*y.*z;

% a fuggvényértékek vektora
>>f =ro (xr, yr, zr);

% a tartomany
>> VT = 8*6*4
VT =192

% az integral kozeldtértéke
>> | = VT/nT*sum (f)

| =
970.6509
% A pontos érték
>> |exact=triplequad(ro,-1,3,0,6,-4,4)

lexact =
960.0000

53. példa
Hatarozzuk meg az aladbbi hengeres ireggel rendetkegd kdzéppontd gdmb tomegét

a) ha a ériiség allandgy = 1
b) ha a 8riiség a sugar névekedésével linedrisan névekszik,

Py, D= X +y?+ 22
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Legyenr=0.3m és R =1m. Haisség allanddo = 1 akkor a tdmeg:

4 3
Ma = 3 n(R®=r?)2

% generaljunk 1024 Halton pontofa 1 x 1]° kockéban

>>nT=1024;
>> VT=2%2*2;
>> R=1; r=0.3;
>> Ma=4/3*pi*(R"2-r"2)\(3/2)
Ma=
3.63622

xyzH = haltonseq (1024, 3);
x1=-1;yl=-1;z1=-1;x2=1;y2=1; z2 = 1;

Xr = x1*(ones (1024, 1) - xyzH (1 : 1024, 1)) + xg2H (1 : 1024, 1);
yr = y1*(ones (1024, 1) - xyzH (1 : 1024, 2)) + y&#H (1 : 1024, 2);
zr = z1*(ones (1024, 1) - xyzH (1 : 1024, 3)) + xZ*H (1 : 1024, 3);

A pont a tartomanyban van ha a kovetkket feltétel egyszerre teljesl

Vx2+y?+722 <R
VX2 +y? >r

Ennek megfeldlen a tagsagi fluggvényink

function y = member (xr, yr, zr)

n = length (xr);

fori=1:n

if and (sqrt (xr ()2 + yr (i)"2 + zr (1)"2) < Bart (xr ()2 + yr (i)"2) > 0.3)
y(@)=1;

else

y (i) =0;

end

end

% az indikator vektor - eleme 1 ha a pont a tartoyhan van, 0 killénben
>> f = member (xr, yr, zr);



% a tartomanyba épontok szama
>>nV =nnz (f)

nv =

459

% a) eset

% a tdmeg egységnyiidiség esetén
>> M = nV/nT*VT
M =

3.5859

% a hiba
>> Ma -M

ans =
0.0503

ha a ériiség valtozik

% b) eset

% az integralando figgvény
>>r10 =

@(X, Y, z) sqrt (X2 + y. 2 + z.2);

% a tartomanyban felvett flggvényértékek

>> F=ro(xr.*f',yr.*f' zr.*f");

% az integral kozelitérteke
>> VT*sum(F)/nT
ans =

2.7902

MATLAB_GYAK2012_11.nb |17



Palancz Béla Numerikus Mddszerek 2011 - Kézonséges differencidlegyenletek

12. Gyakorlat

Kezdetiérték problémak: Euler, Runge-Kutta médszere Kk, javitas Richardson-féle extrapolaciéval,
differencialegyenlet-rendszerek

54. példa

Meghatdrozanddk egy gdmb alaki részecske mozgasdmedomiai gorbéi aet [0,T] intervallumban egy mozdulatlan
kdzegben, ha feltételezziik, hogy a mozgast cs@kzegellenallas korlatozza,

dv ()
——=-kv vl
dt

A kezdeti feltétel:

v (0) = vp
Adatok : T=10, vg=2, k=0.2
Euler modszer
Az alabbi kézdetiérték probléma
dx (t)

— =f(t, x(®)
dt

X (0) =Xg
megoldasara szolgalé Euler médszer
Xipp =X +f (4, x)h
aholh a lépéskdz és

X () = X
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function[t x] = euler (x0, a, b, h, f)
n = round ((b - a)/h);

t(1l) =a;
X (1) = x0;
fori=1:n-1

x (i +1) =x (i) + h*f (t (i), x (i);
ti+1)=t()+h;
end

A sebesség: v = v(t)
% Legyen h=0.1
>>f= @(t, v) - 0.2*v*abs (v);
% most ugyan f() autonom, azaz nem flgy,tete az euler()-t altalanosan kell megirni!
>>[tv] = euler (2, 0, 10, 0.1, f);
%alkalmazzunk spline interpolaciot

vp = @(U) Spline (t, Vv, U),
>> ezplot (vp,[0,10])

splinelt,v,u)

A gyorsulas a = a(t) masodrdéndifferencia-hanyados segitségével

>>a=@(u, h) (vp (u+h)-vp (u-h)/(2*h)

% legyen itt is h=0.1
>> ezplot (@(u) a (u, 0.1), [0, 10])
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A véltozé sebességgel megtett Ut: s=s(t)

s = @(u) quad (vp, 0, u);

ezplot (s, [0, 10])

guadivp 0, u)

Mennyire j6 ez a kbzelités? Oljuk meg mas médskelak a mozgasegyenletet!

Analitikus megoldas
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% az analitikus megoldas

>> syms v

>> dsolve (' Dv = -0.2*v*V', ' v (0) = 2") % idgy kis konnyitést tettlink
ans = 10/(5 + 2*t)

% a sebesség fiiggvény
>> vexact = @(u) 10/(5 + 2*t)

% ezzel a pontos érték
>> vexact (10) ans = 0.4000

Euler cstkkedi lépéskozzel

% h =0.05

>>[tv] = euler (2, 0, 10, 0.05, f);
>> v (length (v))
ans = 0.3990

% h=0.01
>> [t v]=euler(2,0,10,0.01,f);
>> v(length(v))
ans =
0.3998

% h=0.001
>> [tv] = euler (2, 0, 10, 0.001, f);
>> v(length(v))
ans=
0.4000

% ellerbrzés: h=0.0005
>> [tv] = euler (2, 0, 10, 0.0005, f);
>> v(length(v))
ans =
0.4000

% nem valtozik az eredmény

% a szikségesdd
>> tic;[t v] = euler (2, 0, 10, 0.001, f);dt=toc;
>> dt
dt =
1.3628

Runge-Kutta moédszer
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% megoldas beépitett fliggvénnyel

function dv = velo (t, v)
dv (1) =-0.2*v (1)*abs (v (1));

>> options=odeset('RelTol',1e-4,'AbsTol',[1e-5]);
>> >> tic;[t v]=ode45(@velo,[0,10],[2],options);dte;

>> v(length(t))
ans =
0.4000

>> dt
dt=
0.9528

Euler médszer Richardson extrapolacival

Az Euler médszer esetén i és p =2. Legyen m =2. A feladat megoldasahoz irjunkregfile-t,

function F = rich (h)
f=@(t, v) - 0.2*v*abs (v);
[t v]=euler(2,0,10,h,f);
F=v(length(t));

% ellerbrizzik
>> rich(0.1)
ans =

0.3980

% igy h=0.1 és h/2 = 0.05 esetén a megoldas
>> tic; sol=rich(0.05) + (rich(0.05) - rich(0.1)2/{1-1); dt=toc;
>> sol
sol =
0.4000

% az id

>> dt

dt =
0.0031

% a Richardson ismét bizonyitott!

55. példa

Egy aut6 rugézasanak szimulaciojat végezzik abadyszelt modell alapjan :

|5
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M
B
A fuggbleges iranyl mozgas mozgasegyenlete:
d? d
M—xt+B—x{t)+K(x(t)— A)=0
dt? dt

A kezdeti feltételek:
x(0)=0 és —Xx(0)=0
dt

Alakitsuk at a masodreficegyenletet elgendi rendszerré.

Legyen
X1 =X (1)
tovabba
d
— X1 (D) =X2 (1)
dt
ezzel
d
M d—xz(t) +Bxo () + Kxq (1) = KA
t
vagy
d 1
—X2 ()= — (KA =-BXxz (1) — KXy (1)
dt M
Az adatok: M=1000 kg, K= 1000 Kg/s A=0.1m, B= 500 kg/s

Alkalmazzuk ismét a Runge - Kutta médszert. A jddbmak megfeldl fliggvény most egy kételénvektorx és a derival-
tak vektoradx.

function dx = rugo (t, x)

dx = zeros (2, 1); %"deklaralni" kell a dx vektort
dx (1) =x (2);

dx (2) = (1000*0.1 - 500*x (2) - 1000*x (1))/1000;



>>options = odeset (' RelTol', 1 e - 4, ' AbsTldl'e - 4 1 e - 4]);

% legyen az idintervallum &[0 15]
>> [t,x] = ode45 (@rugo, [0 15], [0 0], options);

% a kocsiszekrény elmozdulasa és sebességé Gmghényében
>>plot (t, x (:,1),"-"t,x(,2),")

0.16 .

MATLAB_GYAK2011_12.nb

012+

0.1

0.0z

+ +*
Trasar*

gprrEes

% a mozgas abrazolasa a fazissikon - &zrdst paraméter
>>plot (x (:, 1), x(:, 2))

14

|7
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0.03 . T T T . . .

0.0&

0.04

0.0z

-0.02

o 00z o004 00 003 01 012 014 016

-0.04

A folytonos fliggvénykeént is definialhatjuk a megisd, pl. az elmozdulast

>>fx=@(u)interp1(t,x (;, 1),u,'spline");
>> ezplot(fx,[0,15]);

Peremérték feladatok: Shooting modszer, véges diffe  renciak és globélis maradék modszere,
szimbolikus megoldas.

56. példa
Tekintsiik a kdvetkézmasodrenil nemlineéris egyenletet:
d? d 2
Q+y)—yx+ (—Y(X)) =0
dx® dx

az alabbi peremfeltételek mellett

y@@=0 y(@)=1

Elssrendi rendszerré alakitva

Ya=—Y
2 d)< 1
és

d
(1+y) —Y2+¥,°=0
dx
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A peremfeltételek
y1(0) =0 yi(h=1

Oldjuk meg a feladatot, visszavezetve azt kezdékédrobléma ismételt megoldasara (shooting-méjlszer

A kezdeti érték feladat:

(AE

- (1+yy)

A "kezdeti" értékek - értékek az egyik peremen Q¥ =

2)o=(u)

0) =

(YZ © u

aholn ismeretlen! Helyette viszont ismert a feltétel @sik peremen, (x=1)

yi()=1

A megoldas elve, hogy megoldjuk a kezdeti értéblgnmat egy felvett3(0) =u értékre, majd ellénizzik a

yi=bw1
feltétel fentallasat. Ha eltérés van akkor médakigizn értékét, azaz megoldjuk a
bu)-1=0
egyenletet.

A differencialegyenlet- rendszer jobboldala:

function dy = perem (X, y)
dy = zeros (2, 1);

dy (1) =y (2);

dy (2) =-y (2)"2/(1 +y (2));

Az ismeretlen kezdeti feltétel szamitasa feluedttékre:

function y10=b(u)

options =odeset('‘RelTol', 1e-4, '‘AbsTol', [1e-44]g-
[x,y]=ode45(@perem,[0,1],[0,u],options);
y10=y(length(y));
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% a fliggvény, amelynek zérushelye adja a megoldast
>>c=@(u)b (u) - 1;

% a keresett kezdetiérték
>> y10=fzero(c,1)
y10 =

1.5000

% ezzel mar megoldhatjuk a peremérték probldedetiérték feladatként
>> options = odeset (‘RelTol', 1e-4 , ‘AbsTole{4 1e-4]);
>> [x,y]=ode45(@perem,[0 1], [0 y10], options);
>> plot(x, y (:, 1), - X, y(,2),")

1.4 - . . .

IR / T

57. példa

Legyen a feladat egy rugalmasan agyazott tartglésl@amak, szogelfordulasanak, nyomatékanak ésawingk a tartd
hossza mentén tortéwaltozasanak meghatarozasa.

y

L
Soo ot o b

\ 4




A fenti rugalmasan agyazott tarté alakjat leirdediéncialegyenlet:

d4

aholw a megoszI6 teher intenzitasa.

A peremfeltételek:

k w
— VX)) + —yX)= —
dx4y() Ely()

El

y(©)=0 y(L)=0
d? d?
—Yy(©=0 —y(L)=0
dx? dx®
Vezessuk be az alabbi dimenziétlan valtozokat:
X El . kL*
Z=— = = —
L ¢ w L4 4 El
Ezekkel
d4
—@+y'(@=1
dz*
d? d?
$#(0)=0 #(D=0 —¢(0)=0 —¢1)=0
dz dz
Elsérendi differencidlegyenlet - rendszer formajaban:
d
. d1=¢2
d
p ¢2 =3
d
o d3=¢4

d
— s +¥y 01 (0=1
dz

A peremfeltételek

$1(0)=0 $1 (D=0

#3(0)=0 $3(1)=0
A hianyz6 kezdetiértékek

$20)="7 $4(0)=07?

MATLAB_GYAK2011_12.nb |11
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Oldjuk meg a feladatot a shooting - médszeyrel0.5 esetén:!

A differencialegyenletrendszer megadgsa 0.5 esetén:

function dx = tarto (t, x)
dx = zeros (4, 1);

dx (1) =x (2);

dx (2) = x (3);

dx (3) = x (4);

dx (4) =1 - 0.5%4*x (1);

A fuggvény, amely megadjada (1) és¢z (1) értékeit hidnyzé kezdeti értékek(0) és@s (0) felvétele esetén,

function y = ingazas (fi)

options = odeset (' RelTol', 1 e -4, ' AbsTol'g[151e-51e-51e-5)]);
[t, X] = ode45 (@tarto, [0 1], [0 fi (1) O fi (2)pptions);

n = length (t);

y =[x (n, 1); x (n, 3)];

% mivel az abirt érkek zérusok, ennek a fliggvénynek a zérushatijék a keresett kezdetiértékeket
>>fi = fsolve (@ingazas, [0, 0])
Optimization terminated : first - order optimalityless than options.TolFun.
fi =
0.0416 -0.4997

% ezekkel megoldva a kezdetiérték problémat
>> options = odeset (' RelTol', L e -4, ' AbsT[d'e-51e-51e-51e-5)]);
>> [z,F] = ode45 (@tarto, [0 1], [0 fi (1) O fi (R)options);

% ellerbrzés
>>n = length (2);
>>y =[F(n, 1); F(n, 3)]

y=1.0e - 008*
0.0289
0.7648

% az eredmény megjelenitése
>> subplot (2, 2, 1)

>>plot (t, x (:, 1))

>> subplot (2, 2, 2)

>>plot (t, X (: , 2))

>> subplot (2, 2, 3)

>> plot (t, X (: , 3))

>> subplot (2, 2, 4)

>>plot (t, X (: , 4))
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0.015 0.05
0.0
a
0.005
a : -0.04
0 0.4 1 0 0.4 1
0.05 0.5
a
-0.04 1 a
-0.1
-0.14 : -0.4 :
0 0.5 1 0 0.4 1

Oldjuk meg a feladot a Matlab beépitett fliggvéni/€vep4q!

A peremértékek megadasa

function res = perem (xa, xb)
res = [xa (1) - 0; xb (2) - 0; xa (3) - 0; xb (3}:

% a kezdeti értékek megadasa
>> solinit=bvpinit(linspace(0,1,10),[0,0,0,0]); % ®égzi el az iteraciot, mint a shooting médszernél

%opciok a hibakorlatra
>> options=bvpset('RelTol',1e-4);

%a peremeértékfeladot megoldé fliggveny hivasa
>> sol=bvp4c(@tarto, @perem,solinit,options);

%a fuggetlen és fuggvaltozok értékei
>> x=s0l.x;
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>> length(x)
ans =
15

Y=sol.y;
>> size(Y)
ans =

4 15

%a peremértékek ellérzése
>>Y(1,15)
ans =
0
>>Y(3,15)
ans =
0

%az eredmények grafikus megjelenitése

subplot(2,2,1)
plot(x,Y(1,:))
subplot(2,2,2)
plot(x,Y(2,:))
subplot(2,2,3)
plot(x,Y(3,:))
subplot(2,2,4)
plot(x,Y(4,:))

0.045

0.m

0.005

0.05

—_

-0.04

-1

-0.14

—_

0.05

-0.04

0.5

-0.4
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58. példa

Hatarozzuk meg admérséklet eloszlasat egy L = 10 hosszUsagu radaassntén, ha a végmérsékletek:

T(0)=40 és T(L)=200

A kérnyezet BmérsékleteT, = 30 és a datadasi ténydrzértéke k = 0.01. Admérseklet eloszlasat leird egyenlet

d2
— TX+k(Ta-Tx)=0
dx?
7 T(X)
T1 Tz
X Ta //
x=0 x=L

Szimbolikus megoldas

Mivel ez egylinearis egyenlet a peremfeltétel probléma megoldhat6 salikisan is

>> clear all

% megadjuk a numerikus értékeket
>>k=0.01; Ta=30;

% a fliggetlen valtoz6t deklaraljuk
>> syms t

% megoldjuk az egyenletet szimbolikusan
>>ys = dsolve (' D2T + k¥(Ta-T) =0, ' T (0)49', ' T (10) = 200";

% a kapott eredmény hosszu és kezelhetettlen rexghtzetten iratjuk ki (pretty)
>> pretty (simplify (ys))

% a numerikus értékeket behelyettesitve, defirk&@jmumerikus anonymous fliggvényt
>>yn = @(X) subs (ys)

% abrazoljuk a profilt
>>ezplot(yn,[0,10])
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subs(ys)

200

180

160

140

120

100

80

60

40

Beépitett figgvénnyel (bvp4c)

% a differencialegyenlet-rendszer
function dx=rud(t,x)
dx=zeros(2,1);

dx(1)=x(2);

dx(2)= 0.01*(x(1)-30);

% peremfeltételek
function res=peremr(xa,xb)
res=[xa(l)- 40; xb(1) - 200];

% fuggetlen valtozd intervalluma, |épéskdz és alkéAeltételek becslése
>> solinit=bvpinit(linspace(0,10,20),[40,0]);

% opcidk
>> options=bvpset('RelTol',1e-4);

% megoldas
sol=bvp4c(@rud,@peremr,solinit,options);

%eredmények
>> xL=sol.x;
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>> xT=sol.y;

% ellerbrzése a peremfeltételnek
>> xT(1,20)
ans =

200

% a megoldas interpolacios fliggvénye

>> T:@(u)iﬂterpl(XLl.XT(lv:)Ivu’lsp“nel);
>> ezplot(T,[0,10]);

interp, (xL'xchil )L saline])

<00 -

150} ,f/ -
100} - ]

Véges differenciak modszere
Osszuk fel a kérdése intervallumot N = 4 részrkdeelitsik a profilt ezekben az osztépontokban:
Ti~ T(@iAX), i=0,1, ..., 4
aholAx = L/N = 10/4 = 2.5. A masodik derivalt kbzelités bel§ pontokban, (i=1, 2, 3):
@ Tis1— 2Ti+ Tia
—TiAX)x —m———————
dx? AX?
ennek megfeléken a differencia egyenletek ezekben a pontokbaelégbevéve a peremfeltételeket

T2— 2T1+ T(O)

i=1 —_—— + k(Ta—Tl)zo
AX?

. T3—2T2+ Tl

=2 —  + k(Ta—-T») =0
AX?

. T(L)—2T3+ T2

i3 T L K(T.-Te=0
AX?

Ez egy linearis egyenletrendszeriil= 1, 2, 3 ismeretlenekre :

|17
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2 1
(£ + k) L 0
( AX? AX?
L(Za) L
AX? AX? AX?

AX?

% az adatok
>> dx = 2.5; TO = 40; TL = 200;

% célszeit bevezetni, mint 4j valtozét
>> jdx2 = 1/dx"2
idx2 =

0.1600

% az egyutthaté matrix elemei
>> A = [-(2*idx2 + k), idx2, O;

idx2, -(2*idx2 + k), idx2;

0, idx2, -(2*idx2 + K)]

A=
-0.3300 0.1600 O
0.1600 -0.3300 0.1600
0 0.1600 -0.3300

% a jobboldal vektora
>> b = -[k*Ta + TO*dx2; k*Ta; k*Ta + TL*idx2]

b=
-6.7000
-0.3000
-32.3000

% az egyenletrendszer megoldasa
>> Tsol = linsolve (A, b)

Tsol = 73.5691
109.8614
151.1449

% a kapott diszkrét pontokban énmérséklet értékek

>>Tp =[TO; Tsol; TL]

T1
T
T3

KTa+

—

©

2

%2

KTa

KTa+

TL
AX?
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Tp =
40.0000
73.5691
109.8614
151.1449
200.0000

% a megfeldl helykoordinatak
>> xp = [0 dx 2*dx 3*dx 4*dx]’
xp=0

2.5000

5.0000

7.5000

10.0000

% rajzoljuk fel a pontokat az szimbolikus megoléésdményeként adédod profilra
>> plot (xp, Tp, ' ro")

subs(ys)

200

180

160

140

120

100

80

60

40

Globalis maradék médszere

Legyen a peremfeltételeket kielégfismérséklet profil masodfoku:
1
TX = E(T(L)x+(L -X)TO)+x(x-L)a

ahola egy ismeretlen allandé. Ezt az allandét Ggy hatarkneg, hogy a kdzeliprofilt behelyettesitve a differencidlegyen-
letbe, a kapotk-tsl fiiggd kifejezés (lokdlis maradék) négyzetének integréljtt most abszolutértékének) a teljes
tartomanyra (globalis maradék), minimalis legyen.
Mivel

d2

—TX=2a

dx?

a lokalis maradék
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R, a=2a+k(Ta-T (X))

Tehéat minimalizalando fliggvény:
G(a) = fl(R(x, a))dx| - min
0 a
% a kozelid profil a-val, mint parameterrel - vektoros defidisziikséges a kélsbi integralas miatt
>> Tr = @(X, a) (1/10)*(200*x + (10 - x)*40) + x.X(- 10)*a;

% A lokalis maradék abszolltértéke
>>R = @(x, a) abs (2*a + 0.01*%(30 - Tr (X, a)));

% A minimalizaland6 fiiggvény
>> G=@(a)quad(@(x)R(x,a),0,10);

% a megoldas
>> fminsearch(G,1)
ans =

0.4000

% rajzoljuk be az abraba a profilt
>> ezplot(@(x)Tr(x,0.4),[0,10])

Tr(x,0.4)

200

180

160

140

120

100

80

60

40

10



% nézzik meg az egyes megoldasok hibait pontosabban
% a véges differenciak diszkrét pontjait spline-kiselitjik

>>Tv = @(x) spline (xp, Tp, X)

% ennek lokalis hibaja
>>errv=@(X) yn (X) - Tv (X)

% a globalis maradék médszer lokalis hibaja
>>errfR = @(x) yn (x) - Tr (x, 0.4)

% rajzoljuk fel a hibafliggvényeket
>>figure(2)

>> subplot (1, 2, 1)
>> ezplot (errv, [0, 10])

>>hold on

>> subplot (1, 2, 2)
>> ezplot (errR, [0, 10])

yn(x)-Tv(x)

MATLAB_GYAK2011_12.nb

yn(x)-Tr(x,0.4)

-0.01

-0.02

-0.03

-0.04

-0.05

10 0 5 10
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